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J. ndossalomi V obbligo d’ istruire la gioventù aspirante 
all’ Architettura non solamente , come prima , nella Geo- 
metria teorica pratica , e Trigonometria , ma eziandìo 
nell ’ Algebra elementare sino alle equazioni di terzo 
grado ; sonomi veduto costretto di adattare il mio inse- 
gnamento a’ prescrittimi limiti , ed al breve spazio di 
un anno scolastico. 

È dunque il dovere di pubblico Professore , che mi 
obbliga a pubblicare le mie Lezioni di Algebra elemen- 
tare dopo quelle già pubblicate di Geometria . 

Infinito, dirà alcuno, è il numero delle opere ele- 
mentari di algebra: ma appunto perchè tale mette l'isti- 
tutore nella necessità di scegliersi un fio, onde guidare 
la studiosa gioventù in sì intralciato laberinto di vari 
ed opposti melodi , e di adattare il suo insegnamento 
al! obbligo particolare cui è addetto, ed al tempo alle 
tue lezioni prescritto . Oltre a ciò, avendo ogni uomo 
una maniera particolare di sentire, c per conseguenza 
di vedere , e di esprimersi , riesce più facile al precet- 
tore il comunicare le proprie accozzate idee , e più 
proficuo alla discente gioventù istruendola con quel me- 
todo , ch’egli ha creduto di dover prescegliere , 
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Ecco ciò che io ho preteso eseguire in queste mie 
lezioni per cui non sonomi dato carico dell ’ aritmetica , 
che come un caso particolare della teoria algebrica , 
applicandovi di tanto in tanto degli esempi numerici 
essendo poi una legge nella nostra Università di dover 
esser gli allievi, prima di ammetterli , a giorno delle 
prime quattro aritmetiche operazioni . 

Per una maggior facilitazione , e per sempre più 
esser diretti allo scopo cui dovranno tendere , ho divisi 
i miei elementi in cinque lezioni. 

Nella prima generalmente classificando le quantità 
in inierc , c frazionarie , ma sempre capaci di aumen- 
tare , o di menomare , esporrò le necessarie regole , sì 
per le prime, che per le ultime , della loro somma, 
sottrazione , moltiplica , e divisione algebrica. 

Dal supporre poi una quantità il prodotto di più 
volte per se stessa ricaverò , nella seconda lezione , la 
teoria degli esponcnli, la loro calcolazione , e le varie 
potenze di una complessa quantità , come altresì la di lei 
corrispondente radice , e per conseguenza il calcolo dei 
radicali. Facendo derivare le immaginarie da’ radicali , 
di quelle una concisa teoria ne presenterò . 

Nella terza lezione dalla eguaglianza tra loro di più 
quantità , parte cognite, e parte incognite, dedurrò V idea 
di equazione , e dal numero delle incognite la necessità 
di esprimerle in altrettante equazioni, e perciò la 
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/oro differenza iti determinate, ed indeterminate ' equa- 
zioni . Indi dallo deponente della incognita caratteri a- 
zerò il grado delle equazioni , e la loro suddivisione iti 
primo, e secondo grado, e passerò in Jine alla loro ri- 
soluzione . 

L' esame de' rapporti , che le quantità possono tra 
loro conservare , e quindi la teoria delle proporzioni, e 
quella in fin de’ logaritmi , da una progressiva legge 
dedotta , formerà l'oggetto della quarta lezione . 

Finalmente nella quinta ed ultima , dopo avere 
concisamente esposta la teoria generale delle equazioni di 
uno indeterminato grado, dopo aver fallo osservare la 
costante legge progressiva de' suoi costituenti termini, 
dopo averne dd essa dedotto il tanto interessante metodo 
de’ coefficienti indeterminati, ed applicatolo alla dedu- 
zione del binomio Newtoniano , passerò alla soluzione 
delle equazioni di terzo grado, ed allo sviluppo della 
formola cardanica limile al mio insegnamento asse- 
gnalo . 

Da quanto ho esposto vedesi , che in questi miei 
elementi ho procuralo di seguire quel filo analitico , e 
quella successione d’idee , che deve caratterizzare qual 
siasi opera elementare , e che può sola la gioventù co- 
stantemente guidare , per cui sortomi studiato di dimo- 
strare col massimo rigore , e con chiarezza tutte quelle 
teorie, che formeranno il complesso delle mie lezioni ; 
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persuaso , che ciò , che distingue il matematico dal 
pratico calcolatore è il ben condotto ragionamento . 

Nello stendere queste mie lezioni , mi è servita di 
guida l’ opera del Paoli , giustamente encomiato dal 
sommo genio Lagrangc . Ho procurato di mettere a 
portata de’ giovani quelle teorie da sì insigne geome- 
tra sviluppate , e molle V lio fedelmente trascritte . 

Restami solo a manifestare } che con queste mie 
lezioni io non aspiro all’onore t/' inventore , ma solar- 
mente a quello di rendermi utile a’ miei discenti , onde 
le sagge e paterne mire del Benefico Sovrano se- 
condare. 
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LEZIONE PRIMA 



Opetaatotu piefiumtati 'òcffl ux. 



$ 1. Lj oggetto delle Matematiche è il calcolo delle quan- 
tità , o sia di tutto ciò che è suscettibile di aumento, e di 
■diminuzione . 

Qualunque quantità può considerarsi , o come divisa in 
parli, o come continuata ; nel primo caso essa dicesi quan- 
tità discreta , e continua nel secondo. L’esame delle quan- 
tità continue, riguardo alla loro estensione e configurazione, 
forma l’ oggetto della Geometria elementare , c della tra- 
scendente ; quello poi delle discrete costituisce l’indagine 
deli 'Aritmetica, e dell 'Algebra. Essendo dunque l’og- 
getto delle matematiche quello di calcolare, era dunque 
necessario fra tutte le quantità di una medesima specie e 
natura, una presceglierne a cui si riferiscono tutte le altre : 
or questa quantità appellasi unità. 

Le quantità discrete poi possono avere valori particolari 
e determinati , o indeterminati e generali . Ciò costituisce 
la differenza tra l’ Aritmetica , c X Algebra. La prima non 
riguardando, che de’ casi particolari impiegavi i numeri, 
che particolarmente li rappresentano; la seconda, conside- 
rando le quantità in generale, e non determinate , usa le let- 
tere dell’alfabeto, potendo esse a voglia del calcolatore rap- 
presentare qualunque quantità . Sotto questa semplice veduta 
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l’Algebra potrebbe considerarsi con Newtton come un’Arit- 
metica universale : ma come saggiamente riflette Lagrange , 
dopo la di lei applicazione alla geometria trascendente , dopo 
le infinite risorse che prestaci , non può considerarsi come 
un’aritmetica universale, che nelle sole quattro operazioni , 
cd in quelle, alle quali puossi arrivare coll’ aritmetica 4 
$ a. Esaminando ora di un modo generale le quantità, 
queste possono avere o una stessa, o una opposta maniera di 
esistere; come sarebbe, alcune tendenti ad aumentare , al- 
tre a menomare ; si è convenuto contrassegnar le prime col 
nome di positive , e le seconde nomarle negative . 

Per quantità negativa quindi s’ intende quella che 
è opposta, e contraria alla positiva. Perciò seia quan- 
tità positiva c’ indica un credito, la negativa c’ indicherà un 
debito; c se quella il flusso di un punto da destra a sini- 
stra, questa lo additerà da sinistra a destra. Trattandosi poi 
di quantità in generale, e polendosi queste o addizionarsi , 
o sottrarsi erano necessari de 5 segni , che generalmente espri- 
messero tali operazioni; tali sono -f- , e — , il primo dei 
quali serve all’ addizione , leggesi più , e si antepone alle 
quantità che si aggiungono; ed il secondo serve alla' sot- 
trazione, leggesi meno, e si premette alle quantità che si 
sottraggono. Or considerando la quantità positiva tendente 
ad aumentare , e la negativa a diminuire , si è asse- 
gnato alla prima il segno -f- additali vo) cd alla seconda 4 
segno — sottratùvo, 
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Riguardando di piu la quautilà positiva come un cre- 
dito , e la negativa come un debito , dedurrassene che non 
potrà la prima passare nella seconda senza pria toccare lo ze- 
ro , che c’ indica la non esistenza nè di credito, uè di debito. 

Dunque lo zero è sempre un termine collocato tra 
le quantità positive e negative. 

$ 5. Progredendo sempre colia stessa generalità, vedrassi 
facilmente , che una quantità può presentarsi sotto la forma 
di un tutto, o pure sotto una o più delle sue costituenti 
parti: cosi possiamo noi rappresentarci una intera quantità, 
o pure una o più parti di essa ; nel primo caso avrassi 
una quantità intera , nel secondo una frazione del tutto 
consideralo come unità . Or por conoscere il valore della fra- 
zione bisognerà sapere in quante parti è stato il tutto di- 
viso , e di queste quante se ne considerano; dunque ogni 
frazione dee necessariamente contenere il numero delle parti 
in cui è stato il tutto diviso, cd il numero preso di queste 
parti. Or il primo appellasi denominatore , ed il secondo 
numeratore : il numeratore si mette al di sopra , ed il de- 
nominatore al di sotto: cosi in — il denominatore c in- 

c 

dica , che una quantità considerata come unità è stata divisa 
ine parti, cd il numeratore b il numero preso di queste parli. 

Se il denominatore marcaci il numero in cui è stata 
divisa la quantità quanto desso sarà più grande, tanto più 
piccole saranno le parti; dunque in due frazioni, con dif- 
ferenti denominatori ed un comune numeratore , sarà quella 



Digitized by Google 



V ALGEBRA elementare 

più grande, che avrà un più piccolo denominatore. Se il 
numeratore poi ci mostra il numero delle parli prese, quanto 
l’istesso sarà più grande, tanto maggiore sarà il numero di 
esse parti; perciò in due frazioni cogli stessi denominatori, 
e con differenti numeratori sarà quella maggiore, che avrà 
un più grande numeratore. 

Dunque in generale una frazione aumenta a pro- 
porzione , che cresce il numeratore o diminuisce il 
denominatore , e diminuisce come cresce il denomina- 
tore o diminuisce il numeratore . 

$ 4 . Considerando generalmente due quantità, queste pos- 
sono essere o eguali, o una maggiore dell’altra. Orla loro 
eguaglianza esprimesi ponendo tra l’una , e l’altra il segno =, 
così a — b, — = —, significa che a è eguale b, c la 
prima frazione eguale alla seconda . La disuguaglianza poi 
si esprime interponendo tra esse il segno > , in modo che 
la sua apertura riguardi la grandezza maggiore , e la punta 
la minore; così significa che « è maggiore di b , e b 

minore di a. - 

Una quantità poi può esistere o isolatamente , o unita 
a delle altre, o positive o negative che siano : nel primo 
•caso appellasi monomio così-f-ò, o — bj nel secondo caso ’ 
se sarà unita ad una, o a due, 0 a tre, o a molte chia- 
mcrassi binomio , trinomio ,0 polinomio , e formeranno in 
generale una complessa quantità. 

Ciascun monomio poi può esser composto da una o 
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da più lettere : or ciascuna di esse forma una dimensione; 
così a b sarà un monomio a due dimensioni , ab c a tre, 
e così ec. 

Così una quantità complessa non è che la riunione di 
più monomi; dunque trattando in generale il calcolo delle 
quantità complesse , saravvi implicitamente compreso quello 
delle quantità monomie. Consideriamo dunque le quantità 
in generale sotto una combinazione qualunque , e così trat- 
teremo simultaneamente le operazioni sulle complesse, e 
sulle monomie. 

$ 5. Le quantità per loro natura essendo soggette all’ au- 
mento ed alla diminuzione , avrà luogo dunque per esse 
la somma, la sottrazione, e per conseguenza la moltiplica 
e la divisione . 

Della somma delle quantità algebriche intere . 

• 

Sommare delle quantità altro non significa che riu- 
nirle, ed in siffatta riunione ciascuna conserverà la propria 
natura.' Così dovendo sommare a-\-b con c-\-d , dirassi 
<i-4*5+c-l-d , y ma se però dovrassi riunire a-\-b con c — d , 
in tale caso la loro somma ci sarà espressa per a-\-b-\-c — d. 
Difatti , volendo sommare a-\-b con c — d, sommando a-\-b 
con c solamente, si avrebbe una somma maggiore della 
vera , dappoiché da c bisogna sottrarvisi d , dunque per ri- 
durla al suo vero valore , bisogna alla somma a-\-b-\-c 
unirvi la negativa — d. Dunque nella somma le quan- 
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tità negative conservano il loro proprio segno. Perciò 
se ad a vorrassi unire la — b , avendosi a — b , cd essendo 
a > a — b ne siegue: Che la somma tra una quantità 
positiva , ed una negativa , non ci dà un aumento , ma 
bensì una diminuzione . 

Dovendo sommare le quantità positive a-\-a-\-a-\-a-\-a, si 
ripeterà cinque volte a, dunque avrassi a-{-a-j-a-|-cr-}-a= 5 a j 
or il cinque, che esprime il numero delle volte, che l’i- 
stessa quantità a è ripetuta, appellasi coefficiente. 

Il coefficiente quindi è V indice della somma di una 
quantità per se stessa . Così n a c indica che a è som- 
mala tante volte per se stessa, per quante unità si conten- 
gono nel coefficiente n. 

Dunque ogni lettera ha per suo coefficiente 1 ’ unità , che 
suole sempre tralasciarsi . 

J 6. Abbiasi ora l’espressione m 

4 a*f-qè — 2 c y 2 a — 3 c-f* 4 ^> 7^+c — e 
delle quali se ne voglia la loro totale somma per il ( § prcc.) 
avrassi 4a-j~g£ — a c-f-2 a— 3 c-f-4^+7 b-\-c — e. Ma i ter- 
mini 40, e -f *2 a essendo formati di quantità simili e de- 
notandoci il primo la quantità a ripetuta 4 volte, cd il 
secondo 1' istcssa ripetuta 2 volte , sarà questa nel tutto ri- 
petuta sei volte , dunque 4 a-f-a a =6 a . Per l’ istessa ragione 
i termini gò -f*7^j daranno 1 6 b ; i termini — ac,e — 3 e, 
ambedue nello stesso senso vi produrranno il medesimo effet- 
to j cd in virtù del termine -f c in senso contrario resterà 
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solamente — 4 c • La somma dunque delle quantità proposte 
sarà ridotta a 6a4-l65 — 404-4 d — e • Tale operazione ap- 
pellasi riduzione . m 

La riduzione dunque si effettua , facendo la somma 
delle quantità simili affette dal segno 4 - con quella 
delle quantità simili affette dal segno — , poi togliendo 
la più piccola di queste due somme dalla più grande , 
e dando al resto il segno di questa . 

È da osservarsi , come vedrassi , che la riduzione si applica 
a tutte le algebriche operazioni . 

Daia l’ idea della riduzione altro non restaci, che pre- 
sentare alcuni esempi per la somma delle quantità com- 
plesse, quale per farla più facilmente scriveransi le quantità 
da sommarsi una sotto l’altra, ponendo ciascun termine 
sotto il suo simile. Ecco degli esempi. 

ESEAIPIO i.° 

« Debbasi sommare la quantità complessa 5a- f- 35 — 4 c, 
con a a — 55 4-60 4 - 20 ?. Esse disporransi nel modo seguente 

aai^+ijc-j-arz} = 5a + 2a + 5ò - 5ò -'* c + 6c + !ìci 

e fatta la riduzione avrassi 

6a4-aa4 _ 35 — 55 — 404 * 604 - 2 d=/a — a54-ac4-3<L » 
esempio a° 

« Vogliasi la somma de’ tre polinomi 
4a4-55 — 604-8 a?, 60 — 55-}- 6 c — 3x , 2o—25-j- ac — 5* 

Disporransi nella maniera seguente 

3 
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Della sottrazione delle algebriche quantità intere. 

§ ']. S ottrarre una quantità da un’ altra , vuol dire sce- 
mare la prima dalla seconda, e la differenza ci esprime 
il resultato di questa diminuzione. Cosi la sottrazione è 
l’operazione inversa della somma; ma la somma di due po- 
sitive quantità ( $ 5) ci dà un aumento; dunque la dif- 
ferenza di due positive quantità ci esprimerà una diminu- 
zione; locchè otterrassi con cambiare alla quantità, che vuoisi 
sottrarre, il segno positivo in negativo. 

Se però da una quantità positiva dovrassi sottrarre una 
negativa , siccome ( $ 5 ) la loro somma ci esprime una 
diminuzione, la loro sottrazione deve perciò esprimerci un 
aumento qualunque, die come dimostreremo non potrà ot- 
tenersi che con cambiare alla quantità che vuol sottrarsi il 
segno da negativo in positivo. 

Difatli se vorrassi dalla quantità a sottrarvisi la b — c , 
sottraendo solamente b , si avrebbe a — b , ma essendo b 
diminuita di c la sottratta quantità sarà maggiore del vero 
suo valore, e per conseguenza la dedotta differenza minore ; 
dunque per ottenerla qual realmente esser dee, bisognerà 
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4 a 5b — 6c + 8* 

6a — ab -f- Gc — 5x 
a a — 2 Ò -}- ac — 5x 

12 a 4-2C 



|=( fatta la riduzione) 



Digitized by Google 




LEZIONE PRIMA 11 

i 

aumentarla dalla quantità e, e perciò cambiare il meno 
in più, e sarà a — b-\-c la cercata differenza. 

Dunque la sottrazione delle quantità algebriche si 
effettua , scrivendo in seguito della quantità da cui se 
ne vuole sottrarre un ’ altra , quella da sotlrarvisi cam- 
biandovi i segni, ed indi farassene la riduzione. 

Ecco degli esempi. 

ESEMPIO i.° 

«Dalla quantità 5 a-{- 6 c — 3 * sottrarre 2 a — 2c — 4», 
avrassi 3 a+6c — 5 x — 2 a-j~2 c~\~ 4 t x > e fatta la riduzione 
si avrà » 

ESEMPIO 2.® / . 

«Dalla quantità 5 a +5 c — 4 x-\-q, si debbono insieme 
sottrarre 3 a — 4 c — 5 x — 2 q , ed a — 2 c — 6 x + q : fatta la 
riduzione avrassi la differenza = a -f-g c-f-7 ar-j-a q. » 

Della moltiplicazione delle quantità algebriche intere . 

§ 8 . ]VXoIliplicarc i due monomi a, b, altro non signi- 
fica, che sommare a tante volle per se stessa, per quante 
unità si contengono in b; cd egualmente moltiplicare tra 
loro i tre monomi a , b , c , vuol dire prendere a un nu- 
mero b di volte, e questo resultato ripeterlo per quante' 
unità si contengono in c. 

Or le quantità su delle quali fossi 1 ’ operazione appel- 
lami fattori, ed il loro resultato prodotto ; da tutto ciò 
si ricava, che ogni fattore puossi considerare qual coeffi- 
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ciente dell’altro, e per conseguenza ( $5) dovrà precedere, 
come tale, la quantità che moltiplica; così dunque vo-> 
ieudo moltiplicare b per a , scriverassi ab; la prima di que- 
ste quantità dicesi moltiplicatore, la seconda moltiplicando . 

Si effettua dunque la moltiplica tra più fattori seri- 
pendoli consecutivamente , e senza alcuno intermedio 
segno. Dalla premessa idea della moltiplicazione dcducesi: 
Che qualunque sia V ordine dei fattori il loro prodotto 
sarà sempre V islesso . Così a b c=:b a c = c b a , si ac- 
cenna la moltiplicazione con mettere in mezzo di essi fattori 
il segno X o un punto ; così axb — ab,axbxc=. ab c , 
fl.5 = flì; se a è sommato tre volte con se stesso, c b 
quattro volle , e perciò sarà il primo 3 a , ed il secondo 4 b, 
in tal caso oltre l’ unione delle lettere bisogna moltiplicare 
ira loro i due numerici fattori 3 c 4- 

Dunque nella moltiplicazione algebrica i coefficienti 
tra loro si moltiplicano . 

Se come si viene di accennare nella moltiplicazione avrassi 
axb=ab , axbxc—abc, dunque per la ragione istessa 
sarà a xa = a a , aXaXa — a a a , e così ec. 

Or sarebbe un grande incommodo il ripetere le mede- 
sime lettere, ed a tal’ uopo sonosi sostituiti gli esponenti, 
i quali indicano il numero delle volte , che una quantità 
è moltiplicata per se ‘stessa; così axu~a a , aXaXa=a^ ' 
Gli esponenti perciò indicano il numero de’ fattori 
eguali . 
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Non bisogna dunque confondere il coefficiente coll’ espo- 
nente; difatti l’espressione n a significa chea è stata presa 
n volle, ed a n ci marca, che è stata con se stessa mol- 
tiplicata n volte. Or siccome ogni quantità può sempre con- 
siderarsi come unico fattore, cosi ad ogni lettera egualmente, 
che per il coefficiente , vi si suppone sempre l’ unità per 
esponente ; così a = a 1 , quale come nel coefficiente si tra- 
lascia . Poiché 1’ esponente c’ indica in un prodotto il nu- 
mero de’ fattori eguali, ne siegue che a^, in cui a è cin- 
que volte fattore , moltiplicato per a 3 , in cui a lo è tre 
volte , dovrà darci un prodotto nel quale a sia 8 volle 
fattore, e per conseguenza espresso per = ed in 

generale a 11 X =« n ^~ rn . 

Dunque nella moltiplicazione gli esponenti delle 
stesse lettere dovranno tra loro sommarsi . 

Ci resta in fine a ragionare su i segni. Or due fattori 
possono avere o l’ i stesso , o differente segno. L’istesso poi 
può essere o positivo o negativo ; bisogna dunque esami- 
nare il resultato in tutti questi casi. 

Nella circostanza di due fattori positivi , sarà chiaro che il 
loro prodotto sarà positivo, e sarà così 4 -axb = ab. Cer- 
casi dunque il prodotto di — a per -\-b . A tale uopo ri- 
dettasi che se da a scemerassi l’istcssa quantità a, avrassi 
un resultato eguale a zero ; dunque a — a=o. Or molti- 
plicando questa espressione per b , il resultante prodotto 
esser deve zero , dappoiché Io zero ripetuto quante volte si 
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vuole, (là sempre zero, e moltiplicando parzialmente a — a, 
per b la prima moltiplicazione ci darà -\-ab , e la seconda 
cioè a X — b ci dovrà dare un prodotto tale , clic unito al- 
1 ’ antecedente -\-ab, abbiasi zero per resultato. Ma per ciò 
accadere è necessario clic — ax b , c\ dia — ab. 

Dunque nella moltiplicazione due quantità positive 
ci daranno un prodotto positivo, una positiva e l’al- 
tra negativa ci daranno un prodotto negativo . 

Vogliasi ora il prodotto tra — a e — b , allora facendo 
risiesso ragionamento , avrassi a — « = o; dunque moltipli- 
cando per — b, come sopra , si avrà — b X«= — « b, perciò 
— bx — a deve darci un prodotto che unito a — ab sia 
eguale a zero , perciò esser deve — a X — b—a b . 

Dunque due quantità collo stesso segno formeran- 
no un prodotto positivo , con segni contrari uno ne- 
gativo . 

Nella moltiplicazione dunque i coefficienti si moltipli- 
cano tra loro, gli esponenti delle stesse lettere si sommano, 
cd in fine se i fattori avranno lo stesso segno il prodotto 
sarà positivo, negativo se avranno segni contrari. 

Vogliasi ora il prodotto tra i due binomi a-^-b , e c-j-d ; 
siccome ciascun fattore è una complessa quantità , cosi per 
accennare le loro moltipliche racchiuderassi ciascuno in una 
parentesi, cosi scriverassi (a-J-ò) (c-|-£Ì) . Or se si dovesse 
moltiplicare a-^-b per c, si avrebbe ( a~\~b)c ; ma il fat- 
tore c-\-d essendo maggiore di c della quantità d, il 
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prodotto corcato dovrà essere d volte maggiore , sarà perciò 
questo (a+ò) c+ («+£) d • 

Or se si dovesse moltiplicare c per a, il prodotto sa- 
rebbe oc, ma il fattore a-\-b , essendo maggiore di o della 
quantità b, il vero prodotto di (a-f-ò) c dovrà esser b volte 
maggiore, sarà perciò (o-}-ò) c=ac-\-bc , del pari nove- 
rassi (a-{-b) d= ad+bd, e quindi il prodotto di 
(a-}-£) (c-\-d) = ac-{-bc-\-ad+bd 
Ne segue dunque , che per aversi il prodotto delle 
quantità complesse dovranno moltiplicarsi tutti i ter 
mini di un fattore per ciascun termine dell ’ altro , e 
sommarsi i particolari prodotti. 

Non restaci dunque che applicare queste regole ad al- 
cuni esempi . Ma pria bisogna avvertire die avendo noi 
accennato nel ($6) che la riduzione segue sempre qua- 
lunque algebrica operazione, e che l’istessa ha luogo tra i 
termini simili ; ma i differenti esponenti facendo cambiare 
di valore una lettera istessa , ne segue, che la riduzione 
dovrà farsi sulle stesse lettere cogli stessi esponenti. 

esempio i.° 

a Voglionsi moltiplicare tra loro i due fattori ao-f-53 — 5cf 
ed a — 'òb-\-ìc\ ecco il calcolo, 
aa -}- 5b — 3c 

a — 5b -+■ ac , 

20 -j- 5 ab — 3a c 

•— 6ab — i56 2 -}*9^< ? 

-j-4ac -\-io bc — 6c 3 
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E fatta la riduzione avrassi 

( aa -{- 5ò — 3 c) (a — 3 b + 2 c)= 2a 3 — a b -f-a c — • 1 5 b 2 -f- 1 9 bc — 6 c 3 

esempio a.° 

« Vogliasi il prodotto de’ due fattori 

( 2 a+ 3 ò-f 4 *) x ( 3 a — 2 b — 6x) 

Fatti i calcoli , cd effettuata la riduzione, avrassi 
( 2 a-}- 53 + 4 *) ( oa — 2 b — 6ar)=6a a -j- 5 aò — 6 4 a — 26 bx — 24* a - 

Della divisione delle algebriche quantità intere. 

§ 9 . La divisione è l’ operazione inversa della moltiplica ; 
or se in quella ripelesi una quantità tante volte per quante 
unità si contengono nel fattore , ed indi il prodotto che 
ne risulta verrà a dividersi per il detto fattore , che chiamasi 
divisore , il quoziente che ne risulta sarà poi la quan- 
tità primitiva. Quindi dividere è lo stesso, che togliere 
al dividendo un fattore comune al divisore. 

Dunque se unico sarà il fattore comune questo dovrà 
annullarsi . 

Perciò nella divisione le lettere simili si can- 
cellano . Così moltiplicando a b per b si ha ( $ prec. ) 
abxb = ab , volendolo dividere per lo stesso b significa 
fare dal prodotto svanire un fattore b , dunque quest’ ul- 
timo non sarà più moltiplicato per se stesso, e perciò noi 
primo prodotto avrassi solamente ab -, or ab=zab =ab: 
cioè si divide ab 2 per b sottraendo gli esponenti di b co- 
mune fattore . Ma più generalmente moltiplicando ab ni 
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per b n avrassi ( § prec. ) a b m + n ; or dividendolo per lo 
stesso b n significa far dal prodotto svanire un numero n di 
fattori eguali; dunque nel prodotto ab m ~^ n dalla somma 
m-\-n di fattori b dovrà sottrarvisi n fattore A, ossia l’ espo- 
nente del divisore b n . 

Perciò nella divisione gli esponenti delle stesse let- 
tere si sottraggono. 

Per determinare la natura dei segni fa d’ uopo osservarsi, 
che nella divisione il dividendo è eguale al prodotto del 
quoziente pel divisore; dappoiché esprimendoci il quoziente 
il numero delle volte che il divisore è contenuto nel di- 
videndo , preso il quoziente tante volte per quante unità si 
conterranno nel divisore, ci riprodurrà il dividendo. Se 
dunque vorrassi dividere la quantità positiva ab per b a- 
vrassi dunque il quoziente a moltiplicalo per il 

divisore -j-b dovendo darci il positivo dividendo ab, ne se- 
gue ($ prec.) clic esso quoziente esser dee positivo. 

Sia ora da dividersi la quantità negativa — ab per la 



positiva -(-i, avrassi 



— ab 



= — a; dappoiché si è il quoziente 



negativo — a , che moltiplicato per il divisore positivo b 
potrà darci ( $ prec. ) il dividendo negativo — «6; e per 
conseguenza esser dee il quoziente a negativo. 

' Alla fine sia da dividersi la quantità negativa — ab per 
la negativa — b avrassi — ¥-=a, dappoiché il quoziente a 
per il divisore — b dovendo produrre il dividendo nega- 

4 
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tivo — ab ($ prec.) esser dee il quoziente a positivo . Dun- 
que dedurrasscne : 

Che riguardo a 3 segni avrà luogo nella divisione 

l’istessa legge , che regola la moltiplica . Ed in generale: 

Nella divisione i coefficienti si dividono tra loro / gli 

esponenti delle stesse lettere si sottraggono > ed in fine 

se il dividendo ed //divisore avranno lo stesso segno , il 

quoziente sarà positivo, negativo se avranno segni contrari. 

Sia la quantità A dà dividersi per l’altra B, sia A—abc, 

B=lmn , cd abbiasi inoltre — =p, — —q, -- —r, allora 

l m n 

dovendo il prodotto del divisore pel quoziente eguagliare 
il dividendo, avrassi tt=p l , b=zzmq, e=/tr; dunque si avrà 
A=(abcy=lp m q nr, e per ($ 8.) A=il m n p q r=.B X pqr\ 
ma se due quantità eguali dividcransi per una stessa quantità, 
i quozienti risulteranno eguali , perciò ‘f — 

Dunque se il dividendo , ed il divisore saranno scom- 
ponibili in fattori , il quoziente eguaglierà il prodotto 
de' quoti , che risulteranno col dividere ciascun fattore 
del dividendo per quello corrispondente del divisore. 

Per farne un’applicazione numerica sia A=’5a , J?=8, 
sarà é.=z 21 = 4 . Ma 3a=aX4X4> 8 = 2 x 1 X45 dun- 

x> o 

. 2 4 , 4 

que sara p = — , q= _ — 4, r= - - = 1 , e perciò 

a 1 4 

A 3j 

p qr= l X 1 X 4=4 5 dunque — = — =1X1X4 —pqr. 

x> o 

Or quel numero intero il quale non sarà divisibile esat — 
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lamenta per un’altro intero, eccetto deli’ unità, dicesi nu- 
mero primo o semplice, in caso diverso denominasi com- 
posto , c tale è il 10 essendo divisibile per a, o per 5; 
due 0 più numeri paragonati tra loro, se non hanno un 
divisore esatto comune fuorché l’unità, chiamansi primi tra 
loro, come il i 5 ed il 16. Il fattore poi più grande co-* 
munc a due, o a più numeri interi, dicesi il loro massimo 
comune divisore . 

Dal premesso dunque deducesi qual differenza passa tra 
i numeri assolutamente primi, e quei relativamente primi . 
E ricavasi egualmente , che i numeri assolutamente primi 
io saranno sempre relativamente y ma non viceversa, vite 
due primi tra di loro saranno sempre primi assolutamente ì 

Se per natura della divisione il prodotto del divisore 
per il quoziente dar ci deve il dividendo , ne segue, che se 
proporrassi di dividere il trinomio a 2 -\-<ìab-\-b 2 per ij 
binomio a+b, la questione si ridurrà a trovare una quark» 
tità, che moltiplicata per il divisore a-\-b ci dia il divi- 
dendo a 2 -{-2 ab-\-b , Or dividendo il monomio a 2 pc^ 
a, il quozicnte'a che ne risulta moltiplicato per il divi- 
sore a-\-b e sottratto daj dividendo, facendoci da quest’ ul- 
timo svanire alcune quantità, che nel nostro caso sareb- 
bero a 2 +ab, e rimanere ab + b* , questo ci mostra, 
che a sola non k il quoziente cercato , c quindi dovrà 
assoggettarsi il residuo trovato alla medesima operazione j 
dividendo perciò a b -f- b' 2 per a avrassi per quoziente b , 
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e siccome quest’ ultimo è tale, die moltiplicato per il di- 
visore a-|-ò, cd indi sottratto da ab-\-b 2 ci dà per dille- 

rcnza zero, conchiuderassi che il quoziente di — — — 

sarà a+ò, vale a dire , che la quantità cercata tale che mol- 
tiplicata per il divisore ci dia il dividendo , nel nostro caso 
sarà a+b . 

Se non vcrificherassi questo annullamento , allora si avrà 
un residuo, ed il dividendo non sarà perfettamente divi- 
sibile per il dato divisore , dappoiché il quoziente moltipli- 
cato pel divisore non eguaglierà il dividendo. 

■Per minor fatica poi si ordineranno i termini in modo, 
che il primo abbia una lettera comune al dividendo, ed 
al divisore col massiino esponente , il secondo la lettera 
istcssa coll’ esponente prossimamente minore , e cosi ec. perciò 

le due quantità a ^ +4 <^b + b a a ò a 4 ab^ -\-b^ , ed 

il divisore a a -\-"iab-\-b a , saranno ordinati per la lettera a. 

Data la maniera di effettuare la divisione tra le quan- 
tità algebriche complesse, non restaci che presentare alcuni 
esempi. 



ESEAIMO 1. 



» Vogliasi dividere a 3 — ò a per a-\-b 
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divis. 

a+6 
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divid. 



ui 



quoz. = a — b 



a 3 
a — o 

—~a 3 — ab 

— ab — b 3 

+ 06+6 3 

o o 



dunque 



; a -6 3 
a + 6 



—a — b ; in effetto (o+6) (a — 6)=o 3 — 6 2 



ESEMPIO 3 



« Vogliasi il quoziente di 



ioa6+i4<zc+4ct 3 176C+66 3 + iac a 



36 + 2a +4c 

e 

primieramente ordinerassi per a, e si avrà 



divis. 



so-}- 36 - 4 - 4 ° 

quoz.=2o+26+3c 



divid. 

40 3 +ioo6+t4ac+i76c+66 3 +iac 3 

— 4a 2 — 6 ab — 8ae 

4 a6-}-6 ac-j-i76c-)-66 3 -}- 12 c* 

—406 — 86c— 66 3 

6ac+ g6c-f-iac 3 
— 6 ac — g6c — ìac 3 






dunque il cercato quoziente sarà 2 o+ 26+3 cj in effetto 
(ao-}-26+3e) (ao+36+4c)=4a 3 + 1 oa6 + 1 4«c + 1 760+66 3 + 1 ac 5 
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Delle operazioni preliminari sulle frazioni. 

$ io. Se come si è detto (J 3) le frazioni non sono, che 
costituenti parti d’ una unità, la loro somma non ci espri- 
merà, che la riunione di codeste parti, e la sottrazione la 
loro differenza . Dunque le quantità frazionarie da sommarsi, 
o da sottrarsi devono essere parti di un medesimo tutto, 
vale a dire in esse l’unità esser dee divisa in uno egual nu- 
mero di parti e per conseguenza ( $ 5 ) affette dallo stesso 
denominatore . Trattandosi perciò di sommare , o di sot- 
trarre delle frazioni , fa d’ uopo pria dar la maniera di ri- 
durle allo stesso denominatore : per ciò eseguire riflette- 

ci 

rassi , che moltiplicando il numeratore a della frazione 
per n significa ripetere n volte a , c perciò la frazione di- 
verrà n volte maggiore, ma nel tempo istesso per la molti- 
plica, che Tarassi del denominatore b per lo stesso », diverrà 
n volte minore, dunque rimarrà nel suo primiero stalo. 

r Lo stesso ragionamento avrà luogo se dividerassi per la 
medesima quantità sì il numeratore, che il denominatore 
• della frazione, dunque: 

Una frazione non si altera moltiplicando , o divi- 
dendo per V istessa quantità il di lei denominatore , e 
numeratore. 

< Gò posto vogliami ridurre allo stesso denominatore le 

v due frazioni t , t 
b 7 d 



. Se moltiplichcrassi sì il numeratore della 
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prima, che il suo denominatore per il denominatore della 
seconda , la frazione non si altererà , ed avrassi 7 - = . 

o bxd 

Se poi si moltiplicherà si il numeratore, che il denomi- 
natore della seconda frazione per il denominatore della pri- 

senza alterare il valore delle 



. bc c | 

ma avrassi - — =~r ; dunque 
b<ld 



frazioni sonosi transformatc in ^ , e — , vale a dire, 

b ’ d bd bd 

che 1 ’ unità in tutte c due le frazioni è stata divisa in un 



egual numero di parti, espresso dal loro comune denomi- 
natore bd, cosa che ricercavasi per la somma, e sottrazione . 

Ciò clic ha luogo per due frazioni lo avrà eziandio per 
tre , per fjualtro , per un numero n di frazioni . 

Dunque in generale si riducono i rotti allo stesso 
denominatore con moltiplicare i termini di ciascuna fra- 
zione per il prodotto de' denominatori di tutte le altre . 

Cosi dunque le frazioni , —, — si ridurranno 

c n q } 

adnq benq bdmq bdnp 
? bdnq' bdnq ’ bdnq ’ bdnq ' 



Per la ragione istessa se vorrassi ridurre un intero sotto 
la forma di un fratto, altro far non dccsi, che dopo aver 
moltiplicato l’intero per il denominatore da assegnarvi , 
dare a codesto prodotto l’ assegnato denominatore ; così vo- 
lendo ridurre a ad una frazione apparente col denomina- 
' ab • 

tore b farassi -j- = a. 
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$ 1 f . Se ( $. prec.) una frazione non cangia di valore dividen- 
do sì il numeratore , che il denominatore di essa per lo stesso 
divisore, ne segue che un rotto può presentarsi sotto varie for- 
me, conservando sempre l’ istesso valore. Su questa semplice 
idea poggia 1’ operazione di ridurre un fratto alla minima 
espressione. Tra le varie forme, clic può avere un fratto, 
saravvene una minore di tutte. Or per ritrovarla bisogna 
rinvenire un divisore comune al numeratore, ed al deno- 
minatore, che ci dia un minimo quoziente per ciascuno di 
essi; ma il quoziente, supposto l’ istesso dividendo, dimi- 
nuisce come aumenta il divisore, dunque per ottenere la 
mìnima espressione di un fratto, ossia il minimo quo- 
ziente del numeratore, e denominatore bisogna pria ricer- 
care il massimo comun divisore . A tal’ uopo si osservi 

a 

primieramente , che allora una frazione -g- sarà ridotta alla 
minima espressione tutte le volte che sì il numeratore a , 

che il denominatore b saranno primi tra loro. Difatti sia 

. a ph h > 
, b—p k , supposto />> 1 , avrassi -£ ==—£==-£-, e 

a 

per conseguenza la frazione a cagione di h < a, e di £< 5, 
non sarebbe più ridotta alla più semplice espressione . Ciò 
posto sieno le due quantità A, B delle quali vogliasi il mas- 
simo comune divisore, sia A'pB^ dividendo A per B, se 
sarà B un divisore esatto di A t sarà in tal caso B il cer- 
calo massimo comune divisore , e la frazione sarà apparente. 



a=ph 
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Or non suppostala tale sia q il quoziente, cd 72 il resi- 
A R . 

duo, allora avrassi — = q -j , as\z.A=Bq-\-R y e togliendo 

-t> B 



dall’ una , e dall’ altra di queste quantità eguali B q , avrassi 
A — Bq=:R , in cui sarà 72 <7?, cd intero per esser eguale 
alla differenza di due interi ; dunque potrassi dividere B 
per R, e non supposto R un divisore esatto di B , sia q" il 
quoziente, cd R' il residuo, avrassi B=Rq'-\-R'‘, e per la 
ragione or detta B — Rq'—R'i perciò sarà R ' < R , ed in- 
tero; dunque potrassi dividere R per 72% e non supposto 
R' un divisore esatto di R, sia q" il quoziente, ed R" il 
residuo; avrassi R=R'q"-\-R", c perciò R — R'q"=R" . 
Or non esistendo residuo alcuno per ipotesi, ed essendo 
R"= o, sarà 72' il comune divisore tra A, c 72; esistendo 
poi R" ed essendo per quanto si è detto un numero intero 
minore di 72', Tarassi il medesimo ragionamento con di- 
videre 72' per 72", e non esistendo residuo alcuno 72'", sarà 
72" il comune cercato divisore. Dappoiché essendo i suc- 
cessivi residui 72, 72', 72" cc. tanti interi positivi di valore 
finito, i quali vanno continuamente decrescendo, col pro- 
seguire T operazione arrivcrassi in fine ad uno di quei re- 
sidui il quale sarà zero. Or supposto che tale sia quello 
che risulta dividendo 72' per 72" , risultando esatta que- 
st’ ultima divisione avrassi R'=q"'R'', dunque sarà 72" un 
divisore esatto di se medesimo e di 72', dunque lo sarà di 
72' y", ( dappoiché se Mia quantità ne divide esattamente 
un’altra, deve pure dividere esattamente qualunque pro- 
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dotto in cui entra come fattore) e perciò lo sarà di q"R'-\-R n . 
Ma R=R'q"-\-R", dunque lo sarà di i?, ma B—R<fi-\-R\ 
dunque lo sarà di B } ma A—Bq-\-R 7 dunque lo. sarà di 
'A egualmente , per esserlo di B , e di R ; dunque sarà R! f 
il divisore delle date quantità A, B\ sarà poi il massimo 
doppoicliè non essendolo , e supposto K il massimo, e per- 
ciò A'> R", in tal caso sarà divisibile per K la differenza 
A-Bq, e perciò R ; ed essendo B — q'R—R', lo sarà pure 
divisibile R' ; finalmente essendo R — R'q''=R" dovrà esserlo 
pure R" -, lo che è impossibile essendo per ipotesi R"<^K. 

Finalmente se le quantità^, B non avranno alcun fat- 
tore comune, e perciò divisore , l’ultimo sarà l’unità, 
giacché come si sà qualunque quantità divisa per 1’ unità 
rimane la stessa. 

Dunque riducesi un rotto alla più semplice espres- 
sione , col dividere i termini per il loro massimo co- 
mune divisore. Quale per ottenerlo dividesi il maggior 
termine per il minore , e se nulla avanza il minore è 
il divisore cercalo ; se vi è un resto si divide per esso il 
minor termine , e se nulla avanza il resto è il divisore cer- 
cato . Con un nuovo resto ripetesi la divisione e prose- 
guirassi finché aerassi zero , il resto che precede zero 
sarà il massimo comune divisore , perciò se V ultimo 
resto è 1 il rotto sarà irriducibile. 

Presentiamone un’ applicazione . 

B 

Sia , nella frazione , 2?=64 , A— 56o j dividendo 36o 
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-per 64 avrassi un quoziente q= 5, ed un primo residuo 
72=40; dividendo B per 72, ossia 64 per 40, ottcrrassi 
un quoziente q'= 1 , ed un residuo 72'=24, indi dividendo 
il primo residuo 72 per il secondo 72', ossia 40 per 34 avrassi 
un quoziente q"=i , ed un residuo 72"=i6; dividendoli 
penultimo residuo 72' per l’ultimo 72", ossia 24 per 16, 
otterrassi il quoziente q'"—i ed un residuo 72"'=8 ; alla 
line dividendo il residuo 72" per l’ ultimo 72'", ossia 16 per 
8 , avrassi un quoziente q""~ 2 , e per residuo zero ; dun- 
que sarà 8 il massimo comune divisore cercato, e perciò 
dividendo per 8 sì il numeratore, clic il denominatore della 

frazione ~ j avrassi ~ = ^ . Ecco il quadro del 

3bo A ™° 1 

calcolo . 





\ J _ 








36o 




1 1 






3ao 


1 64 




-| 




"40 


1 4o 


40 


Ll 


1 




24 1 


24 




1 








r 24 


1 - 








16 | 


I 16 


- 16 


2 


‘ 






8 


1 16 












Q 



Somma, e sottrazione delle quantità frazionarie . 

§ 12 . Se sommare delle frazioni altro non significa, che 
‘riunire le parti nelle quali è stato egualmente diviso un 
tutto, e se l’eguaglianza delle parti ci vien marcata dal 



\ 
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comune denominatore, ne segue, clic la somma delle fra- 
zioni otterrassi dalla riunione de’ numeratori , dopo la ri- 
duzione al medesimo denominatore . Inoltre per 1 * istesse 
ragioni addotte per la somma delle quantità intere, ne se- 
gue che nella somma delle frazioni , egualmente che in 
quella delle intere, dccsi a ciascuno numeratore assegnare 
il proprio segno. 

Dunque per sommare delle frazioni bisogna pria 

ridurle allo stesso denominatore , riunire i numeratori 

con i loro propri segni , e farsene indi la riduzione. 

d c 

Gasi dovendo sommare le frazioni r- > —, ridurransi pria 



allo stesso denominatore (fi 10.) ed avrassi — ,esom- 

bd bd 

mandoli otterrassi . E dovendo sommare le frazioni 

bd 



a — c ■ ad — bc -ni. , 

V , e — j- , avrassi . Per la stessa ragione la sottra- 

b « bd 

Zione delle quantità frazionarie , farassi con sottrarre tra loro 
i numeratori, dopo averle ridotte allo stesso denominatore; 
e per quanto si è veduto bisognerà alle quantità da sot- 
trarsi cambiare il segno. Così dovendo sottrarre dalla fra- 

a . . . . c _ . ad — bc 

zione -jj la quantità frazionaria — , tarassi — ; e vo- 
lendo sottrarre dalla frazione ~ , — avrassi : 

b d bd N 

darem fine a codesta teoria con due applicazioni numeriche , 
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ESEMPIO I. 

«Vogliasi la somma delle frazioni , ■— , —, — - , 

0004' 

riducendole allo stesso denominatore trasformeransi in 

768 800 36 o —480 

gtio ’ 960 ’ 960 ’ 960 

e somm mandole avrassi 

^768 +800 -j- 060 — 480 1448 

- T' = — rr- • » 

9bo gbo 

ESEMPIO 2 ° 

8 4 

«Vogliasi la differenza ira le due frazioni — , e — , 

9 ® 

riducendole al medesimo denominatore avrassi — , —, 

45 ’ 45 ’ 



dunque sottraendo oltcrassi 



. 40 — 36 



Moltiplicazione delle frazioni . 

$ i3. INXoliiplicare una frazione per un numero intero 
significa ripeterla Unte volte per quante unità conlengonsi 
nel moltiplicatore, e per conseguenza dovrassi sommare il 
numeratore per quante unità si contengono nel moltipli- 
catore . 

Dunque per ottenere il prodotto di una frazione per, 
uno intero , bisognerà moltiplicare il numeratore della, 
frazione per I intero . 

n , a ac ' •* , 

-j- X c= — ; ma se pero vorrasst il prodotto di 
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due frazioni , come sarebbe quello di — x ; se molti- 

b d 



plicherassi — per l’intero c si avrebbe ma essendovi 

fattore — , d volle minore del supposto fattore c, il trovato 
prodotto sarà maggiore d volte, dunque bisognerà dimi- 
nuirlo con ripetere il denominatore b, d volte, e perciò 

. a c ac 

sani — y — — . 

b x d bd 

Si moltiplicheranno dunque i rotti con scrivere 
sotto il prodotto dei numeratori quello dei loro corri- 
spondenti denominatori. 



Cosìsrifx^™ — x — - = •— , ctl — x — — — 

un bn c c „ a c m 



ab 
cm ' 



Sia ora a = 5, b = 6, m — a, n — 4, allora avrassi 



a m 5x2 io 5 

~b X n 6x4 24 la 



Divisione delle frazioni. 

§ 14. Dividere una frazione per uno intero corrisponde 
a diminuirla tante volte per se stessa per quante unità si 
.cpntcngono nel divisore, e perciò a moltiplicare per tutte 
queste unità il di lei denominatore. 

Per ottenere dunque il quoziente di una frazione 
per uno intero bisognerà moltiplicare il denominatore 
della frazione per l’intero. 
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Così — : c . Se però vorrassi il quoziente di due 

trazioni allora un ragionamento analogo al ( $ prec.) ce ne 

additerà il mezzo. A tale uopo riflettasi che nella divisione 

il quoziente aumenta o diminuisce, quanto è più piccolo 

o più grande il divisore. Ciò posto vogliasi il quoziente di 

~ : A ‘ Or se dovesse dividersi A per l’ intero c , per 
od- • o * 

quanto si è dello , chiamando q il quoziente avrebbesi 

et c 

7 = -r— . Ma essendo il divisore -r minore di c tante volte 
Oc a 

per quante unità contengonsi in d, deducesene , che il 



quoziente q sarà di tante volte minore di quello, che ri- 
et c 

sulla da — : —, cioè di quante unità si contengono nel 

denominatore d, dunque per avere il vero quoziente di 

— : , bisognerà moltiplicare q per d , e perciò avrassi 

, ad . j. a c — 

qXd = — = quoziente di — ; — . 

Dunque si divideranno i rotti con moltiplicare il 
numeratore del dividendo per il denominatore del di- 



visore , ed il denominatore del dividendo pel numera- 
tore del divisore. 



Sia 




ora a~ 



m an a a ac ^ ^ a 

n brn ’ c ’ c a c * c ' 

5,5 = 8, m — a, /z = 4, sarò 



— ò — am 

m bc ' 



a m 5 a 20 5 

m • A • . — — -- 

Ù ’ n 8 ' 4 iG 4 
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Finalmente se vorrassi il quoziente di ■> 

' ( a+ 7) : ( OT + ^) 

*i avrebbe riducendo allo stesso denominatore 

( .6 \ r , d \ acn+bn 
a o ) mnc-\-dc 

Or fatto a=5, b= a, c=g, m — 7 , d=i , n=5, eseguite 
le sostituzioni, e fatti i calcoli avrassi 

(3. M . f-, , M _ 5X9X5+ax5 _ 87 

V + 9 ; * ^ 7+ 3^-9X 7 x3+iX9~i98 

Delle frazioni decimali. 

§ l5. Per frazione decimale intendesi quel fratto, che 

ha per suo denominatore 1 ’ unità seguita da uno 0 più 

«• * 

zeri ; la teoria dunque delle frazioni decimali non è che 
un caso particolare di quella de’ rotti ordinari. 

* Per semplificare le operazioni , si è data intanto alle 
frazioni una forma intera , loro apparentemente togliendo 
il denominatore; ed il sistema ordinario di numerazione nc 
ha presentato il mezzo. Game si sa dalle prime regole di 
esso sistema, ogni cifra andando gradatamente da destra a 
sinistra, va ad ogni grado decuplandosi ; così se al 4 > 
eh’ esprime dell’ unità , farassi precedere una cifra , al- 
lora ci esprimerà delle decine, se due delle centinaia, se 
tre delle migliaia, e così ec. ; per conseguenza camminando 
da sinistra a destra, ogni cifra verrà a diminuire dicci volle 



t 
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se stessa , ossia in ogni grado dividerassi per dieci. Di fatti 
in 400 il 4 esprimerà delle unità di centinaia ; se poi 
faraglisi occupare il luogo del primo zero, avrassi 40, cioè 
ci rappresenterà 4 decine , c se in fine faraglisi occupare 
il posto dell’ultimo zero, avrassi 4 J ossia gradatamente il 4 
camminando da sinistra a destra, da unità di centinaia si 
è trasformato in unità semplice, vale a dire in ogni con- 
secutivo periodo è stato diviso per dieci.' Se dunque que- 
sta unità semplice seguirà il di lei corso da sinistra a de- 
stra , nel primo periodo diverrà — , nel secondo — — , nel 
r r 10 100 

terzo ~~ j e C0S1 cc< 0 sia verrà in ogni periodo divisa per 
dieci . Or questo periodico decrescimento di dieci in dieci 
ha fatto assegnare al calcolo, che si adopera, il nome di 
decimale, ed il di lui vantaggio consiste nel darsi alla fra- 
zione la forma di uno intero. 

Intanto può una espressione esser composta da quantità 
intere, e da frazioni decimali, come per esempio 6-{- — > 
era dunque necessario un segno che marcasse il termine 
delle unità, ed il principio de’ decimali; or si è general- 
mente convenuto di servirsi , a tale uopo , di una virgola , 
che collocasi a tal termine ossia alla dritta delle unità sem- 
plici. Cosi per esprimere 34 1 4 * ~ scriverassi 34 i , 1 . Ed in 

. 3 

tal modo per marcare, che nella espressione i 5 àn-\ . 

* ' 1000 

tra gl’ interi ed i millesimi non esistono de’ decimi , q 
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de’ centesimi , furassi i 347 + ~ (X) j — 1 347 > oo 3 , e così ec. 

Se poi avrassi un decimale il di cui numeratore fosse 
complesso , come per esempio 45 + si esprimerebbe 

per 45 » 74 8, dappoiché 

45 +^ = 45 + 



IOOO 



+ 



40 



8 



1000 



1000 



7 , 4.8 



1000 



8 . 



— 45 H 1 1 = 45 , 74 ' 

Se poi f espressione sarà solamente composta da frazioni 
decimali, come J -. allora per mostrare la deficienza de- 
gl’ interi , farassi la virgola precedere da un zero , e cosi sarà 

M=i + ^- + — =0,475 

1000 10 100 1000 

$ 16. Dagli esposti esempi vedrassi facilmente, che un 
decimale, non è che una frazione, che ha per denomina- 
tore l’unità seguita da tanti zeri, quanto sono lo cifre de- 
cimali nel numeratore. 

J 

Dunque trasformerassi in decimale forma una fra- 
zione il di cui denominatore è 10 , zoo, 1000 , ec, con 
iscrivere il numeratore alla destra della virgola , in 
modo che il posto deir ultima cifra decimale della vir- 
gola sia eguale al numero degli zeri del denominatore . 

v , 4 _ , 685 _ nnr 

Cosi sara — = 0,4, = o , boa 

io 1000 7 

5 

- — • =0, oo 5 , ed in fine 
1000 

685 H — = 685 , 0007 



ÌOOOO 
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J Ed all ’ inversa si trasformerà un decimale in una 
frazione ordinaria , con mettervi per numeratore le cifre 
decimali , con far loro corrispondere per denominatore 
V unità seguita da un numero di zeri eguali al numero 
de' decimali . 

Cosi sarà o , 845 '= — — , e 6 , 4 2 56 = 6 H — - — — . 

ÌOOO ìoooo 

Inoltre considerando il carattere distintivo de’ decimali 
deducesene : 

1. ° Che di due decimali colle stesse prime cifre, quello 
è maggiore , che ha qualche cifra significativa di più. 

Così o, 1763 >0,76. 

2. ° Se le prime cifre de’ decimali non saranno le 
stesse, il più grande è quello , che le ha maggiori. 

Così o , 547 > o , 53999 > non ostanle che a questo se- 
cóndo si uniranno infinite cifre. 

Di più se ad una frazione decimale uniravvisi uno o più 
zeri, essa aumenterà egualmente c nel numeratore, e nel 
denominatore, e per conseguenza ($ io) rimarrà l’ istessa. 

Dunque V unione degli zeri non altererà il valore 
di un decimale . 

Moltiplicando poi un decimale per 10, si vede dal pre- 
cedente, che le unità diverranno decine, i decimi unità } 
i centesimi decimi , e così ec. Ma ciò esprimesi con tirar la 
virgola a destra. 

Dunque si moltiplica un decimale per 10 , 100, ec, 
con tirar la virgola a destra per tante cifre , quanti 
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sortovi di zeri nel moltiplicatore . Ed al contrario divi- 
desi per io, per 100 , ec. con avanzar la virgola di 
uno t di due gradi ec. verso la sinistra. 

Così (4,567)100 = 456,7, e 4, 5834: 10=0, 45834- 

Delle operazioni su i decimali . 

Somma e Sottrazione , 

§ 17. La somma c la sottrazione delle frazioni decimali 
deducesi dalla loro stessa natura ; dappoiché siccome ($ prec) 
dicci millesimi danno un centesimo , nella maniera istcssa , 
che dicci unità danno una decina, e dicci centesimi una 
decina, nel modo islesso,clie dieci decine un centinaio, e 
così ec ne segue, che cffe'ttuerassi la somma, o la sottra- 
zione nel modo istcsso di quello delle quantità intere, cioè: 

Si sommeranno o sottrarranno i decimali scriven- 
* 

doli pria V uno sotto l' altro , in modo che le virgole 
siano nella stessa colonna verticale, ed indi farassene 
la somma o la sottrazione , con iscrivere nel resultato 
la comune virgola sotto le altre. 

Ecco degli esempi di somma, e sottrazione. 

esempio i.° • 

» Vogliasi la somma di 45a, 468a-f-3a, ai3 + 4) 5i56 
l’arassi 45a, 468a 

3a, ai3 
4, 5 i56 

Somma = 488, 9968 
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ESEMPIO 3° 

348, 45a3 
, a, 504 

o> 49 

Somma = g5i, a463 

i° 

» Vogliasi la differenza di 6 , 00435 — 0,17 
farassi 6 , 00455 

o> 17 

Differenza = 5, 85435 

3 ° 

. » Cercasi la differenza o, 43ai, — 0,3456 
farassi o, 4521 

O, 5456 

Differenza = o, o865 

Ma se la quantità da sottrarsi avrà un numero di cifre 
maggiore della minuenda, ma però le prime di questa avran- 
no un valore maggiore delle prime di quella , allora essendo 
( § prec.) la seconda , benché di un numero minore di cifre , 
maggiore della prima, in tal caso si eguaglieranno le cifre, 
con unire degli zeri alla minuenda, [per locchè ( jj 16) non 
si altererà il suo valore] ed indi farassenc la sottrazione, 

Così volendo la differenza di o, 62— -o, 3697 
farassi o, Gaoo 

o> 3697 

Differenza = o, a5o3 
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Moltiplicazione de decimali. 



§ 18. Non essendo ( $ i5 ) le frazioni decimali che rotti 
ordinari sotto una forma particolare, la maniera dunque 
di moltiplicarle e dividerle dovrà direttamente dedursi dalla 
moltiplica , e divisione de’ rotti . Incominciando dalla mol- 
tiplicazione come ne’ rotti ordinari, può un numero intero 
esser fattore di un decimale , o pure una frazione decimalo 
di un’altra della stessa natura. 

Vogliasi nel primo caso il prodotto di (34, ) 9- 

1 37 

Per quanto si è detto sarà 34, i 37 = 34 + P er “ 



ciò (34, 137)9= (34+ 



l3 7 N k e . 1000 , 

— ^- J 9 = 006-1 4- 

* 1 a 1000 



1000/ 



= 307+ — . Ma ($ 16) 307 + —: 
' 1 1000 w J 1 1000 



203 
1000 

307, a33j dun- 



que avrassi ( 34, 157 ) 9 = 507 , a 55 . Or potendo aver 
luogo l’ istesso ragionamento per qualunque si fosse altro, 
decimale, dappoiché come si sa ($ i3) nella moltiplica- 
zione di un rotto per un intero non viene alterato il de— 
nominatore del primo, deducesi; 

e B 

Che si moltiplica un intero per un decimale facendo , 

? * l ' 

il prodotto del primo per il secondo , ed indi con di - 
% 

staccare tante cifre decimali , quanti decitnali esistono 
nel fattore. 

Passando al secondo caso, vogliasi il prodotto de’ due 
decimali (4,12) (3,7). 
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Or(J 1 6)(4,»K5 )7 )=(4+^) (s+X) 

e verificando la moltiplica ( jj i3 ) s > avrà 

( 4+ ii^ + i > )=i»+— +— + 

^ 100; ^ 1Q y 100 10 

= la 

— 15 + 



36 , 28 . 84 

1000 

56 o ( 2800 ( 84 

1000 

244 

1000 



1000 



1000 



244 

Ma ( $ anice. ) a 5 -I ■ = i 5 , 244» 

. • ' , xooo 1 

perciò sarà ( 4 > 12 )( 3 j 7 ) = i 5 , 244 ♦ 

L’ «tesso ragionamento avrà luogo per qualunque si 
fosse altro decimale . Difatti , considerando i due fattori de- 
cimali come interi , si avrebbe un prodotto maggiore di 
quanto sarebbe quello de’ loro denominatori , e perciò , per 
ottenerne il vero , bisognerà dividerlo per il prodotto di 
essi denominatori . Ma il prodotto di 

X —0,1 X o, Ol = = 0 , 001 , quello di 

io XOO 1000 7 ‘ 

X 1 " ‘ • 

* X =0 , 01 XO, OOl 3=0 , OOOOl , e eoe» per altri 

100 XOOO J 



decimali, perciò deduccsene: 

Che la moltiplicazione de 7 decimali forassi al so- 
lito , senza curar le virgole ; ma quanti decimali sa- 
ranno ne 7 fattori , tante cifre a destra si separeranno f 
ossia nel prodotto il numero delle cifre decimali egua- 
glierà la somma di quelle de 7 due fattori . 
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Ecco degli esempi : .. . . . 

43 , 7 2, 4642 4, 12 

i, 3 . . o , o53 3 , 7 

i 3 n 73626 2884 

457 ' 122710 ' 1236 

568,1 0,1300726 15,244 



Della divisione delle frazioni decimali. 

. 4 1 > 

$ 19. Un decimale può esser diviso, come ne’ rotò ordi- 
nari, da uno intero, o pure un decimale da un altro. Per 
il primo caso abbiasi 461,59 da dividersi per i3. Essendo 

45i, 5 9= 45i + ~ = 7^ 9)Sarà (45 i,5 9 ):i3= 

c verificando la divisione ( $ 14) si avrà 

( r l^):i3 = (45i,59):i3 = 34+ && 

E siccome qualunque siasi il decimale dovrà sempre esser 
diviso per l’ intero seguito da un numero di zeri eguale 
a quello delle cifre decimali , così generalmente ne segue: 
Che si divide un rotto decimale pèr un intero ,• sop- 
primendo la virgola nel dividendo , ed aggiungendo alla 
dritta del divisore tanti zeri , quanto sono i decimali , 
ed in fine verificando al solito la divisione. 

. Passando al secondo caso , con supporre sì il divisore cho 
il dividendo de’ decimali , riflettcrassi , che essendo la divi— 
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slonc l’operazione inversa della moltiplica, se nel resultato 
di questa si' uniscono le cifre decimali de’ due fattori, in 
quella dovransi sottrarre. 

Infatti volendo dividere 8, 445 per 5, aa , essendo 

($ 16) 8, 445=8+ — = — , e 3, 33=3+ — = — 
w y IOOO IOOQ IOQ ìoq 



si ayrà 8 ’ 445 / 8445 \ ^ / 5aa n __(8 445) 100 

5, aa \ 1000 J ’ 100 ) ( 533) 1000 * 

Ma per la natura de’ rotti, moltiplicare per un , fattore 

il numeratore di una frazione, corrisponde a dividere per 

il fattore istcsso il suo denominatore , e moltiplicare il de- 

nominatore c l’ istesso , che dividere il suo numeratore . 

Perciò sarà 

. » . . . «•* * •*' 

8, 44-5 r =(8445) 100 \ _ (8445) : 523 =(8445) : 5aa 

3, 33 y (533)1000/ 1000: 100 10 

• (' J ’ ; ... / 

cioè de’ millesimi divisi da centesimi daranno d ó decimi > 
o sia un numero di cifre eguale alfa differenza tra il nu- 

1 1 r • * 

mero de’ decimali del dividendo, con quello del divisore j 
e siccome in generale dividendo 1’ unità seguita da più 
zeri per se stessa seguita da un minor numero di zeri, il 
quoziente che risultane è uguale all’ unità seguila da ua 

* t 

numero di zeri espresso dalla differenza tra quei del divi- 
dendo e del divisore ; così l’ addotto ragionamento avrà 
luogo generalmente per qualunque si fosse frazione deci- 

1 , • M . ‘ l 

male, e perciò: 

La divisione de’ decimali forassi al solito , ma si 



Digitized by Google 




4 * ALGEBRA. ELEMENTARE 

separeranno nel quoziente tante cifre a destra , quanti 
decimali avrà il dividendo più del divisore . 

Se poi ii divisore hi più decimali del dividendo, si 
aggiugneranno a quest’ ultimo degli aeri quali ( »J 16) non 
altereranno il di lui valore, e per conseguenza assoggette- 
rassi alla premessa generale regola. 

$ ao. Eseguita la divisione tra il numeratore del divi- 
dendo, e quello del divisore, se quest’ultimo non entra 
un esalto numero di volte nel primo , risulteranno un rotto 
proprio ordinario. Eccoci dunque nella necessità, quale 
utilissima applicazione, di dar la maniera di trasformare un 
rotto ordinario , in decimale ; questa maniera poggia sulla 
proprietà , che ha lo zero posto a man destra di una cifra 
di dccuplarla. 

Difatti abbiasi il rotto proprio —, essendo ma 

li 

suppostolo minore di io A\ dunque se metterassi alla de- 
stra del numero A un zero desso diverrà maggiore di 2 ?, 
ma nei tempo istesso aumenterà dieci volte il suo pro- 
prio valore ; perciò così aumentato A potrassi dividere 
per U, ed il suo quoziente sarà dieci volte maggiore del 
vero , dunque per aver V effettivo quoziente bisognerà di- 
viderlo per io ossia allocarlo nei decimi. Non entrando 

I, 4 1 » , 

JB in A decuplato un esatto numero di volte avrassi un 
residuo r < B . Ma come sopra , posto un zero alla di lui 
destra diverrà r > 2?, ma nel tempo istesso dieci volte 
maggiore del suo valore già pria decuplato, dunque po- 
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trassi dividere rpcr B, ma il suo quoziente sarà cento 
volte maggiore del vero, perciò per avere l’ effettivo biso- 
gnerà dividerlo per 100, vale a dire assegnargli il posto 
di centesimo. Seguendo lo stesso ragionamento al terzo 
quoziente gli apparterrà il posto di millesimo , al quarto di 
diecimillesimo , e così di seguito . 

Trasformerassi perciò un rotto proprio in una fra- 
zione decimale, con unire al primo degli zeri, ed indi 
dividendolo per il suo denominatore distaccare nel quo- 
ziente tanti decimali per quanti zeri sonasi aggiunti 
al suo numeratore. 

Ecco degli esempi: 

• *1 

Eseguita la divisione ( $ prec. ) nella frazione 
8, 445 \ (8445): 32a 

3,22 / 10 



(I 
-0 



avrassi 



8, 445 > . 6^ 7 5 _ , floo5 

5 , 22 J ‘io*’ (522)10 ’ 3220 



2005 



Or per ridurre a decimale la frazione ^ ^ vi si aggiu- 

gneranno al di lei numeratore quattro zeri per cui avrassi 

20050000 • » ’ i 

— , e verificata la divisione ottcrrassi 

-50000 - - W " ' 

Ma essendo quattro gli aggiuntivi zeri, quattro esser do- 
vranno i decimali da distaccarsi , e perciò si avrà 

8 , 445 ' . . v 

= a , 6226 con un residuo 228. 

3,aa * , . ■ • \ ».< 



u 
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* Vogliasi ridurre in decimale il rotto -5- . » 

o 



1000 



Aggiuntivi tre zeri all’ unità avrassi ~g— > e verificata 



1000 



1 1> • • • \ mm 

la divisione si otterrà — — = ia 5 , e per conseguenza 

o 

, • » 

(per l’ antecedente ) — =0, ia 5 . 

o • 

» Ridurre in decimale il rotto • — . » 

... 797 

Per una maggiore approssimazione unendovi sei zeri al 
4000000 

suo numeratore, avrassi , e verificata la divisione 

797 

otterrassi ^ 00000 2 =550184- un residuo 654 , e perciò ( per 

797 ^ 

A 

l’antecedente) — =0, oo5oi8. 

797 

§ 91 . Ripresa ( § prec. ) la generale espressione di un 
rotto proprio , come si è fatto vedere, moltiplicando A per 10, 

e chiamando g il quoziente, sarà —j~-==q,c perciò ^=0,7. 
Dunque tutte le volte sarà B esatto divisore di 10 il quo- 
ziente non avrà residuo alcuno, e per conseguenza potrassi 

■ " A ' 

in decimale ottenere l’esatto valore di — . 

H 

Se però non sarà B un esatto divisore di 10, allora 
— • 

avrassi un residuo , e perciò del rotto proprio non potrà 
aversi l’esatto valore in decimale. Ma il 10 non è divi- 
sibile che per 2 , o per 5 : 

» Dunque sarà esattamente riducibile un rotto pro- 
prio in decimale , tutte le volte } che il suo denominatore 
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sarà il a , o il 5 , o pure sarà un numero formato dalla 
successiva moltiplica di se stesso con il a, o con il 5. 

Così per il rotto sarà A=\, Z?= 8 =a X a X 2, e per- 

O 



cìò S-(=5) 



axaxa 



; ed essendo io divisibile per a , 



si è trasformato esattamente ( $ prec.) — = o, ia 5 . 

o 

E per l’ istessa ragione otterrassi 

A = o,o3 a ,pcrchèA = _!_ 

Se però non sarà il denominatore B un divisore esatto 
di io , allora si avranno de’ residui , ed ogni residuo sarà 
minore dei divisore B. Ma essendo B limitato, egualmente 
esserlo dovrà il numero de’ differenti residui , e per conse- 
guenza all’ultimo periodo, non potendo mai il residuo nè 
eguagliare, nè esser maggiore del divisore, dovrà necessa- 
riamente riprodursi nell’ ordine istesso. Al momento dun- 
que che otterrassi di nuovo il medesimo residuo, le stesse 
cifre succederansi nell’ordine istesso. 

Or codeste frazioni sonosi nomate periodiche ; per con- 
seguenza tali saranno tutte quelle frazioni delle quali non 
se ne può ottenere un esatto valore ; ma bensì uno qp- 
prossimativo . 

Ecco degli csempj : 

1 22 

— =o, 3333 , — = 5 , 142857 = 14285714 

0 n 
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Da ciò infine deducesencv, al momento che una fra- 
zione decimale presenterà un periodo , segno è certo di non 
potersene ottenere, che un approssimato valore. 




( 



r i 





\ 
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^eotla àejfi &5|3euewtt , <3e* tabicaff e 'beffe quantità 

vuuua^uicxtte . 



J 1. kJe una quantità a moltiplicherassi una volta per se 
stessa , avrassi ( $ 8 lez. i) a X a = « a , e per la stessa ragione 
oxaXa = a^, ed in fine a moltiplicata n — 1 volte per 
se stessa, csprimcrassi per a n . Or l’ esponente che ne ri- 
sulta appellasi potenza , e la quantità moltiplicata per se 
stessa chiamasi radice ; cosi a è la, seconda potenza di a , 
ed a la corrispondente radice seconda di a a . La radice 

poi s’ indica col segno p r ì cosi //" a m , ci esprime la ra- 

• : >. i • ,• n 

dice seconda di a m , l/~a m la radice ennesima di a n : 
la prima operazione chiamasi elevare a potenza , ed 
estrarre la radice di essa la seconda , 

Quindi la estrazione della radice è una operazione 
dell' intutto opposta all’ elevazione a potenza , come 
lo è la sottrazione all ’ addizione la divisione alla 
moltiplica . >' i . 

Se la seconda potenza di a si ottiene con moltiplicare 
a una volta per se stessale la terza potenza due volte, e 
la quarta tre, ne segue dunque, che per ottenere l’enne* 
sima potenza di a bisognerà moltiplicarla per se stessa 
n— l volte. . 



Digitized by Google 




48 ÀLGEBRA ELEMENTARE 



Dunque in generale una quantità alzasi ad una 
data potenza col moltiplicarla per se stessa tante volte 
meno una per quante sono le unità nello esponente 
corrispondente alla potenza. 

Se dunque 1 ’ esponente sarà l’ indice della potenza , il 
calcolo degli esponenti dovrà necessariamente precedere, c 

t . • * , * j , 

compiettero quello delle potenze. 

$ a. Si è veduto ( $ 8 lez. ì), che a 2 Xa 3 —a ® , ed 

in generale a n Xa m =a m ^" n , si è egualmente osservata 

a 3 -t ,, m 

( $ 9 lez. i) che — = a J “ 2 , ed in generale = a m ~ n > 



t 



a 



, m 



ma a m ~ n =a m Xa~ n perciò - — =a ,n X a~ n . 

a 11 , 

• # 1 • . , * * * *• l i t 

Dunque in una frazione qualunque potrà sempre 

, . » 

farsi passare il denominatore al numeratore , o al- 

r inversa , con cambiare solamente il segno al di lui 

I ' Hu 1 • . •) 

esponente . 

* i» 

Esaminando poi l’espressione generale —a ' 



m-n 



vedrassi che possono accadere tre casi : >1° che sia m>n t 
2° m — n , 5 ° m<n. Nel primo caso di m>n avrassi un 
esponente positivo, e quindi una potenza positiva; nel se- 
condo caso di m — n avrassi un esponente zero, e perciò 
una potenza zero ; nell’ ultimo infine avrassi un esponente 
negativo , e per conseguenza una negativa potenza. Esa- 
miniamo gli ultimi due casi giacché il primo non prescn— 
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taci difficoltà alcuna} sia dunque m~n, perciò sarà 

9=1 ; dunque 



. m 



m-m . 



m 



a m ~ m —a® . Ma ( lez. 1 * § 9) a 

a m 

a m 

Perciò qualunque quantità elevata alia potenza zero 
sarà eguale all’ unità.. 

Cosi (cd)° = (")°=X, 

Passiamo all’ultima, caso in cui sia m<n , chiaman- 
do dia differenza sarà a w * B =:o“^; or a'^=a°*^; ma 
( lez. 1* J 9) la sottrazione degli esponenti indicaci la disi* 

sione , perciò avrassi a ~ d = a °~ d = ^—r *s ~ .. 

a d a* 

Cioè una potenza coll* esponente negative equivale 
all'unità divisa per la medesima potenza coll’ espo?- 
nente positivo ... . . . ‘ . ) 

1- 

, 771 * 



Cosi sarà a , a “4 = — , a~^ : 



a “ a 1 * a' 

V\ 4 \ » 

$ 3 . La moltiplicazione degli esponenti ha luogo tutte' 

’ \ . ' * , V *\ 

le volte dovrassi elevare una quantità con un esponente 

qualunque ad una data potenza ; difatti a^=aaa,edana 
elevata alla quarta potenza diverrà ( lez. a* $ g) a 4 a 4 a 4 .,, 
ed effettuando la moltiplica avrassi 

(«3)4_ fl 44>-4 : _ a ia ;=a 3x4 

Or siccome il medesimo ragionamento ha luogo per 
qualunque altra potenza, è chiaro in generale che a m in- 

8 
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Mirata alla potenza «, è eguale ad f*er la ragione 

istessa sazi (a m b n cP ) r s=:a ml f 6 n f cfl r ,. Cosi pure il 
binomio a-4-6 innalzato alla potenza m è eguale ad (a-\-b) m y 
e di nuovo elevato alla potenza n diverrà (a-f &) m ” . Non 
essendo poi il coefficiente che una quantità funzionante da 
fattore, eleverassi alla ennesima potenza ($ t. lez. a* ) con 
moltiplicarlo per se stesso n-i volte. 

Dunque in generale elevasi un monomio ad una 
potenza ennesima col moltiplicare il suo coefficiente per 
se stesso n-i volte > ed il di lui esponente per la po - 
ùnta n. 1 - 

Cosi sarà (3 a 3 ^ ) 6 =3 • 3 • 5 • 3- 5 n l 0 A 35 = 243 a 10 6 35 . 
> Se l’esponente n della potenza, cui vuoisi elevare la 
data quantità a, sarà negativo, in tal caSo sarà 

{af n =a X ^ n ~a~ n . Ma ( « a lez. a*) a“« = 

a n 

*r f • « i t • 

Dunque : per elevare una quantità data ad una po - 

» •» . # 2' «• * 4 

tenia negativa, non altro dovrassi fare, che dividere 

C j . • * ... I :; 1 t : • 1 

V unità per la potenza medesima , ossia per la quan^y 

. . rr t i i • ' J ■ ‘ 

Età elevata presa positivamente . , 



1 




4- Non essendo le quantità complesse, chela riunione 
di piùì monomi, l’elevazione a potenza di un binomio, di- 
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un trinomio, di un polinomio, cscguirassi nel modo istesso 
di quella di un monomio. 

Ciò posto consideriamo le varie potenze di un binomio. 

(a-*-ò) 3 j sia n = a avrassi allora ( $ 1 lcz. a * ) 

( a+-b ) 3 =(o+-i)(q+-ò) 3 _ 1 =(a+ò)(a^i)=:(a 2 -t-aa£-*-ò 3 ); 

sia n— 3 si avrà =(a4-ò)(a-f-ò)^ _ 1 =(a-f-^)(«+6 ) 3 

. =(a+ò)(a a +2ad-f-ò 3 )=a^-i-3a a b+Sab* 4 -^ » 
e così per le ulteriori potenze . 

Or se il binomio (a-\-b) dovrebbesi elevare ad una po- 
tenza molto alta ^ sarebbe cosa lunga l’eseguire tante suc- 
cessive moltiplicazioni, ciò ha indotto gli analisti a trovare 
un metodo, per cui facile riuscirà una tale elevazione. ; 

Or l’ osservazione ci guiderà al rinvenimento di si in-r 
teressante forinola. A tale uopo moltiplicando con se stesso 
per un numero successivo di volte il binomio (<* 4 - 0 ) , avrassi 
la seguente tavola dello successive potenze di esso. 

(« 4 - 6) 1 =a+b 

1 Jt*c _ . . i : ; > • 

а. *(<H-ò) =o 2 +2aò-fò . 

3.* (<*4-ò) 3 = a 3 4-3<* 2 3+3<*ò a +b 5 

4-* (a4-6) 4 =« 4 4-4<* 3 £4*6<* 2 ò a 4-4<*6^4 - ^ 

5.* (<* 4 - 6 )^= a ^+ 5 <*^£ 4 “ loa ^£ a 4 - 10 <* 2 ò 3 4 “5<*ò 4 4 - 6 3 

б. 1 (a4-i) 6 =a 6 4-6a 5 34-t5a4ò 2 4-20<z 3 ò 3 4-x5a 2 6 4 4-6a6 5 4-ò 6 

E così ec. • 

Osservando ora la legge progressiva di codesta tavola, 
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vedrassl primieramente, che nel caso della somma de* due 
termini del binomio, tutti quei del suo sviluppo saranno 
positivi . Dai segni passando alle lettere vedrassi , che il 
primo termine contiene a innalzata alla potenza corrispon- 
dente j nel secondo termine vi è a elevata alla data po- 
tenza diminuita di una unità , e moltiplicata per b ; nel 
terzo a innalzata alla data potenza diminuita di due unità , 
e moltiplicata per & 2 , e così di seguito gli esponenti van- 
no continuamente diminuendo in a di una unità, e quelli 
Mi b crescendo della unità istessa, in modo che la somma 
degli esponenti di a, b in ciascun termine sarà eguale al- 
l’esponente della data potenza, finché finalmente svanirà 
l’ esponente di a , e quello di b diverrà eguale al grado 
della potenza . 

Dunque per la potenza emmesima di (a-f&) i segni, 
le lettere e gli esponenti ci verranno indicati per la serie 

» t » 

ò+a m-2i,*+ a rn-'5t?.... r 
dedotta per induzione la legge degli esponenti, fa di me- 
stieri dedurre quella de’ coefficienti . Ma pria osservisi , che 

- i 

dopo il massimo coefficiente ritornano gli stessi precedenti , 
ma con ordine inverso; dunque seguené, che per ritrovare 
la loro legge progressiva, basta giugnerc nelle potenze pari 
sino al coefficiente medio , e nelle dispari sino al primo 
de’ due medi , gli altri saranno i coefficienti già ritrovati 
presi inversamente , - • 
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Ciò posto riandando alla superiore tavola vedrassi facil- 
mente, che sarà 

( 1 ) (a+6) 1 =13+ 1 ^ 

( 2 ) (a+ò) 4 = (a 2 -f 2 ab+b ) = a 2 + — -f - 

(3) (a+ò) 3 =(a 3 +5a a ò+3aò a +ó 3 ) 

* 3a 2 6 3-2a£ a 3. 2 . 1 . b 3 

..... =“ 5 + — + “T— + “FTT- : 



(4) (a+6) 4 = (a^+ 4 a 3 6 + 6 a a 6 a + 4 a 6 3 + 6 4 ) 

4, t 4 cfib , 4 - 3 a a 6 a , 4-3-20Ò 3 , 4. 3 . 2. 6 & 

+ 1 a + 2-3 + 2.3.4. 

E COSÌ CC.\ - . 

Esaminando «pesto quadro facilmente vedrassi, che sa- 
ranno i successivi coefficienti derivali dagli esponenti suc- 
cessivi, già da noi calcolata essendo la progressiva legge del 
loro andamento . Difilli i primi termini di ciascuna po- 
tenza non avranno per coefficiente che 1’ unità , i secondi 
termini avranno per loro coefficiente l’esponente del pri- 

* : »• * ' \ 771 9 ; # / 

mo termine diviso per 1’ unità , perciò — ; i terzi termini 

avranno per loro coefficiente quello dell’ antecedente mol- 
tiplicato pel di lui esponente diviso per due, sarà dunque 

= m i quarti termini avranno per loro coef- 

ficiente quello del terzo moltiplicato pel suo esponente, 0 

.. . rr • , m(m-i)(m-2) 

diviso per 5 ; ossia sarà = ~ , delia maniera 

r ’ 1.2.0. 7 
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«stessa dedurr assi il coefficiente del quinto termine -- 

_ m(m-i)(m~a)(m-5) 

ì. . a . 3 . 4 . ' • , , . 

Dunque chiamando n il numero dei termini, un ter- 
mine qualunque l’ennesimo avrà per suo coefficiente 

m(m-\ . . .fm-(n-a) ] 

1 . a.3.4 

Determinata la legge progressiva degli esponenti e dei coef- 
ficienti , sostituendo ora codesti valori avrassi la seguente 
generale formola contradistinta col nome di Binomio 
Newtoniano , cioè 

/ iln»* m . ma m ~ x b m _ a .a 

(«♦-*) =a m + j a Ò 

. il- * U »•••••• w * 

1 . 2.3 

CT(m-i)(m-a)(OT-5)...(/n-n+ a) a m-n+- 1 & n-x 
■ i«9«5»4*****' é **** (/*- 1 J 4 

1 • Ma forse codesta formola , che avrìt luogo per (a-t-t) 77 ** 

supposto p. e. j7ì = 3, non lo avrà per (a+è) m *^" 1 , vale 
a dire per . Or noi dimostreremo, che se avrà 

luogo la legge ritrovata per la formola (a-\-b) ni =z ea lo 
avrà eziandio per (a-\-b) m ~^~ l , ed avrassi 

( a +i)" ,+J =o m + 1 +(m+ 1 )« ^*2+ (m + 1 X^>q *"-» 6 a 

(^±0(^0 a m-2 6 5 +C(X 
ì.a.o 1 
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.Infatti come si sa dagli stabiliti' principi , òtterrassi la po- 
tenza di (a+£) W i moltiplicando (a4*6) m per 
Or verificata codesta moltiplica òtterrassi ! . 

(a+i) m (o+i)=(a+ó) m+1 

=a’"+'+ma'”»+^^a' rf - 1 1‘ + + ec. 

2 rt *s * 

.-f* <* OT A-h f ma ^ 1 ò a 

"4 1 * • 

4 * ec. 

e riducendo sotto comuni fattori avrassi 
(o4-5) m ~^ 1 =a /n + 1 4-(w4-x)a CT 54*^~ ^ . x 2 4 6* 

. - . • + ^ +m ^ y™ ,> + ^ v 

+m^, f ^ + 1 ) = m £^±0 



2.3 

m-2 L S 
2 



m -'a'" - * 6 J 4-ec. 



.n 



Ma m 



4-4 

fji ! 3 



Ed tn 



(/n-i )(™-a) (m-i ) m(m 3 ~r) 



4*m 



2.3 1 " 2 2.3, '• ~ à.5 

Alla fine sostituendo codesti ridotti, coefficienti avrassi 

- • • ’ • * 

(a 4 -i ) m+1 —a m+1 +(*1+1)0™ b+ a m -1 b * L 

Dunque se la formola newtoniana a verifica in una data 
potenza, avrà luogo egualmente nella potenza seguente; e 
siccome è certamente vera nelle prime potenze , lo sarà 
perciò egualmente in tutte le altre. 

§ 5. Se invece del binomio (a+b) m avrebbesi (a— b) m 
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allora la suddetta forinola ricavata ce ne darebbe lo svi- 
luppo con sostituire solamente a b il di lui negativo va- 
lore — 6. Difatti' presa la foratola generale, e posto —-6 
per b, arra ssi 

' +m l) C”— a ) a CT-5 x _ 4 3 + 

. - a . 5 

Or verificate le moltipliche dedurrassene , clic nel binomio 
(a — b) m i termini impari resteranno positivi , cd i pari 
cangcransi in negativi, e si avrà 

a a . ù 

-f ec. 

Ed in generale 

(a±t) m =a m ±m «« 4 + K^i) „ 4 3 ± mO^XM a »-5 6 3 + _ _ 

. . m(m — i)(i7i — 2 ) (m — 3) (m — n-f* a ) a m ~ n *~ l b n ~ l 

' \ a, 3,4 

Nella quale formola l’ultimo generale termine se sarà n 
impari avrà il segno positivo, negativo se sarà pari; for- 
mola , che abbraccia lo sviluppo della somma , o della dif- 
ferenza di un binomio elevato a potenza intera positiva . 




Digitized by Google 




LEZIONE SECONDA 



5? 



Supponiamo per ora (*) che la formola suddetta abbia 
ancora luogo per m frazionaria , e sia m = — ; sostituen- 
do tal valore nella dedotta formola, avrassi 



A h h 

L L X T“^ 






3.5* 



o- 



£-3 . 
k A 2 



*-3 



b o®* 



Ed effettuando l’accennata moltiplica, e ridotti gli espo- 
nenti allo stesso denominatore,. avrassi 

A x h ‘ h — k h—ik , 

Ca± 4 /=aT±x““ 4 + ^ (x) a_r . : 

- “X" ,3 , ' ' " 

± ° * + cc - 

‘ . , * / 

$ 6. La formola newtoniana non ci dà solamente lo svi- 
luppo di Un binomio, ma eziandio quello di un trinomio, 
di un quatrinomio , e di un polinomio qualunque ; dilati! 
volendo lo sviluppo del trinomio ( ’a-\-b-\-c) m furassi b-^c~<£> 
e perciò otterrassi 



(*) La dimostrazione rigorosa del binomio elevato ad 
una potenza , o intera o frazionaria , richiedendo una 
più speditezza nel maneggio del calcolo , e la conoscenza 
della generale teoria delle equazioni , rapporterassi pen- 
do nella quinta , ed ultima lezione . 



9 
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Or essendo g=zb+c } sostituendo i rispettivi valori, avrassi 
(a+b+c) m =a”+ma m -\b+c)+mte~La (b+cf 



( m -,)( m ^) am - 3 3 +a , 

a ,o 



ed in fine sarà 



(a+b±c) m =a m +/« a m “ 1 (H-c)+m (ó 3 + *bc+c 2 )a m ~* 

+m (ò 3 +5bc a + 5b 3 c +c 5 ) a mJÒ -fec. 

/ . t , 

Della maniera istessa se avrassi (a+ò+c-f d) m ottcrrassene 
il di lui sviluppo facendo b-\-c-\-d=p, allora essa diverrà 



(a-j-p) m =za m -\-m a m ~ x p-\-m 



(m-i) 



. OT “3 _2 



p^+ec. 



Or essendo p 2 un trinomio innalzato alla seconda po- 
tenza, sviluppo già precedentemente conosciuto, avrassi 
perciò quello di /; 5 , e così ec. Dunque sostituendo co- 
desti valori nella forinola (ci-\-p) m avrassi lo sviluppo del 
proposto quatrinomio ^a-\-b-\-c-\-d ) m ; e fatti in fine gli 
stessi ragionamenti, dedurrassene lo sviluppo di un poli- 
nomio elevato aU’emmesima potenza. 

$ 7 . Pria di dar fine a sì interessante teoria per quanto 
in appresso dirassi, cosa necessaria crediamo l’aualizzare le 
costituenti parti di un binomio elevato a quadrato, cd a 
cubo, cd indi quello di un trinomio. 
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Sia perciò 77j=a avrassi 

(a+ò) m =(«+ò) a =a a +2ai-f b a 
Cioè il quadrato di un binomio contiene i quadrati 
di ciascun termine , ed il doppio prodotto del primo 
per il secondo. 

Sia b negativo ($ 5 l.a*) avrassi (a—by =a a — <iab-\-b 
Cioè il quadrato della differenza di un binomio 
conterrà i quadrati di ciascun termine } meno il doppia 
prodotto del primo per il secondo . 

Se dunque di un binomio elevato a quadrato avransi 
solamente due termini, riuscirà facile il compierlo. Difatli 
data P espressione monca a a -j -uab aggiungendovi il qua- 
drato di b, olterrassi il perfetto quadrato 

(a-}-ò) 2 =« a -f -2 ab-\-b* 

Sia m= 3 applicando la detta forinola generale avrassi 

(a+ò) w =(a+ò) 3 ==a 5 +5« a i+3aà a +ó 3 , cioè: 
La terza potenza di un binomio conterrà i cubi 
de ’ suoi due termini , ed i tripli prodotti de’ quadrati 
di ciascun termine per V altro . 

Per la ragione istessa poi già delta per il quadrato sari 
dunque facile compierlo esseudo imperfetto. 

Vogliasi ora il quadrato di un trinomio (a+ò-j-c) 3 . 
in tal caso presa la formolo generale dei ($ prec.} sarà m=3, 
ed avrassi 

(a"f-i-f-c) m =(a-l-64- c ) a — a 3 3 -f-aòe-j-o ** 
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Dunque il quadrato di un trinomio conterrà i qua-* 
drati de’ termini, ed i doppi prodotti del primo per il 
secondo , del primo per il terzo , e del secondo pel terzo . 

Sia ora c=m-\-q , sostituendo , e riducendo avrassi 

=3a 2 ~f~ m 2 -f-<7 2 -\- 2 ab-\- 2 am-\- 2 aq 
‘\-zbm-^ , 2bq-\-2mq 

Cioè il quadrato di un quadrinomio conterrà i qua- 
drati de’ quattro termini, il doppio prodotto del primo 
termine , per il secondo , per il terzo , e per il quarto , 
il doppio prodotto del secondo per il terzo , e quarto , 
ed il doppio prodotto del terzo per il quarto . 

Chiamando dunque n il numero de’ termini di un po- 
linomio: 

Il di lui quadrato conterrà i quadrati di n termini , 
\più i doppi prodotti di essi per tulli quelli che li sieguono ' 

$ 8. Essendo ($ 1 I.a*) l’ estrazione della radice l’ope- 
razione inversa della elevazione a potenza, ed avendo noi 
dimostrato ( $ 5 1.2*) che si eleva una quantità ad una po- 
tenza qualunque moltiplicando 1’ esponente della quantità 
per quello della potenza, ne segue: 

Che si otterrà la radice di una quantità dividendo 
V esponente di essa per il grado della potenza cui la 
radica appartiene , o sia per V esponente della radice , 
' — 

Cosi a* ci esprime la radice ennesima di a m j riguardo 
al . coefficiente se ne esporrà il modo trattandosi di estrarrq 
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le radici delle quantità numeriche; se dunque l’esatto va- 
lore della radice di una quantità ci viene determinalo dal 
quoziente dello esponente di una quantità, per il grado 
della radice, ne segue perciò, che tutte le volte non sarà 
perfettamente divisibile F esponente suddetto, da quello della 
radice non potrà mai ottenersi una radice esatta. Orcode- 
ste radici appellami inassegnabili per non potersi esatta- 
mente determinare, e solamente si marcano col segno ~y. 

— — 4 

Così sarà a * =ya, a 4 =V~ a , ciò ha eziandio luogo per 
le quantità complesse, in modo che avrassi 

, _i_ « 

=y(a-f-£),(a+A) 3 =V( rt +*), («+*).'"= VC («+*)”] 

La riduzione de’ radicali sotto la forma frazionaria , ren- 
dei! idonei a tutte quelle operazioni, che appartengono ai 
rotti. Dunque potranno ridursi alla minima espressione , 
allo stesso denominatore , sommarsi , sottrarsi, molti - 
plicarsi , e dividersi. 

Si riduce un radicale alla minima espressione con uscire 
di sotto il segno radicale quel fattore da cui se ne può fa- 
cilmente estrarre la radice , e per conseguenza , che avrà 
per esponente quello della radice. Difalli essendo 

. i m ' 

m — — m m * m 

j^ab m ~a m b m sarà y ab =by a. Sia m^= 3 olterrassi 

> . - * . . * 

yab^=by a. Abbiasi ora F espressione complessa 
Y (a a i+a^m)', essendo y(a 2 ^4-“^"j}=y[« a (^+a/7i)] __ 
sarà' y(a 3 ó+a^ m);=a y (6 +«»*). 
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L’ operazione di ridurre gli esponenti sotto l’ istesso 
denominatore nel nostro caso corrisponde ad esprimere 
molti diversi radicali sotto l’istessa radice. Difatti abbiansi 
i due radicali 

r 9 

m n a m — * Q ~~ 

ya r i yb* ; y-a r =a m jV‘ò *=b m 

e riducendo gli esponenti al medesimo denominatore, avrassi 

nr ma 

m — mn n a ■ — “ mn 

y a r =a mn =y- a nr , e yu 1 =b mn = yb? 
quantità, che avendo il denominatore istesso ne’ loro espo- 
nenti, saranno sottoposte allo stesso radicale. 

$ g. Ridotti i radicali sotto la suddetta forma sarà facile 
trovar la maniera di moltiplicarli, e dividerli. Or i radi- 
cali possono essere, o della stessa, o di differente specie; 
ma ($ prec.) mediante la riduzione allo stesso denominatore 
de’ loro esponenti , possono i secondi ridursi nella classe 
de’ primi , dunque dato il modo di moltiplicare i primi , 
sarà dato quello di moltiplicare i secondi . 

Per incominciare dal caso più semplice supponghiamo 
ne’ due fattori sotto radicale dell’ istessa specie , l’ istessa 

lettera col medesimo esponente ; vale a dire cerchiamo la 

r r 

forinola esprimente il prodotto di y a m xy a ìn . Or ($ pr.) 

r m — ~ 

avrassi J/~ a m X y a m — a r r — a r • Sia ora r— 3, 
m— r6, sostituendo sarà ; . . 

tm i* 

ya m xy a m '=y a' 2m =a r ~y a 6 xy~ a^—a 3 
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Sia nella ridotta forinola m — r allora avrassi 

t r 

; J/~a r xy a r =za r =«* a 

Cioè il prodotto di due radicali dell' islessa specie , 
che conterranno V istessa lettera con eguale esponente 
a quello della radice , eguaglierà il quadrato della 
lettera istessa . 

' Abbiasi y a rn XV‘(t nì xy a m ^ e verificati i calcoli 

si ridurrà eguale ad a r , c fiuto m = /*, avrassi 

r r t _ 

y a r xy a r xy a r =sa r =a ó 

Cioè il prodotto di tre radicali della stessa specie 

che conterranno V istessa lettera coll' esponente eguale 

a quello della radice , eguaglierà il cubo della radice 

istessa . 

. • • x . ‘ 4 ’ * • 

Alla fine chiamando Q il prodotto di na numero n di 

- nm 

! , ( 

radicali , attrassi Q—a r , e supposto m==/* si avrà Q=a n i 
Cioè il prodotto generalmente di un numero n di 
radicali della stessa specie che conterranno V istessa 
lettera coll ' esponente eguale a quello della radice egua- 
glierà V ennesima potenza della lettera istessa. 

Cerchiamo ora il prodotto di due radicali della stessa 
specie , che contengono delle quantità differenti . Vogliasi 

il prodotto di ya m xyb essendo y a m — a r f 
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n 

] y b n —b r sarà 

r r m »_ J. r 

Va m X yb n —a r xb r =(a m b n ) r = ya m b n 
Dunque due radicali della stessa specie si molti- 
plicheranno tra loro col porre sotto il comune radicale 
il prodotto delle rispettive grandezze . 

Le quantità complesse non essendo, che l’unione di pifi 
quantità semplici, ne segue, che le stesse regole, che avranno 
luogo per le ultime, lo avranno per le prime. 

• ESEMPIO i* 

a Si debbano tra loro moltiplicare le quantità seguenti . » 
3 ,. 3 . 

«-f-a-yó-j^vCa — b) *' "• . * •- 

5y£+6Y( a — b) 

^b+6yb 2 +i^lb(a-b)yba^/(a~b) 

3 3 a 

-j-i 2 y[À(a— b)] , +-a4y (a—b) 

E latte le riduzioni avrassi 

[a-\-2^Jb-\-^J(a — £)] [3-^5+6y(a — £)]= 
3ay5-f6-^i 2 ■\-2^'\J[b(a—by\-\-ba^(a — b) 

*f" 2 4 Y(« — by 1 
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ESEMPIO 3. 
6 „ 6 



" X ” Q 

a- f-2]K a 5 -f^6 

^ fT ^ < 

^a—3y a° -\-*yb‘ 



6 — ® a 

4a 2 -f 8a7^ a 3 +4a^ 6 

— 3«//~ a 3 -Sya 6 -5 V (« 5 ) 

+a a^6 2 +4V(« 3 ^ 2 )+2^ 4 

E falle le riduzioni avrassi 



(a+a^ / 'a^+f / *5 2 ) (4« — 5^ a^+27/'5 2 ) = 

3 3 ^ r* 3 

4a 2 4-5aJ/'a-f 6a^6— 6a+^a 3 b % +*yb 3 

^ io. Seguendo l’istesso metodo darem la maniera di 



dividere le quantità sotto l’ istesso radicale’ segno. Vogliasi 

n i 

l/’a n — 

dunque il quoziente di — — $ essendo ( $8) J/~ a = a n , 



y-b 



yb—i H ì 




Cioè la divisione de 3 radicali monomj del medesi- 
mo nome , /assi come se le (juanlità non fossem sotto 
il segno radicale , ma dividendole tra loro , e sottopo- 
nendo il quoziente al segno radicale. 

Non essendo le quantità complesse che un composto di 

monomi, nella divisione dunque de’ radicali, come nella 

io 
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moltiplica, avranno luogo le medesime regole per le mo- 
nomie, e per le complesse quantità ; e per conseguenza la 
divisione de’ radicali effettuerassi della maniera istcssa di 
quella delle quantità semplici con alquante modificazioni 
prodotte dalla natura de’ radicali . 

Ecco degli esempi. 

ESEMPIO i* 

Si debba dividere 

a o a — aa-j-i2y(«6) — 18 b, per a — Zj/'b 

sa 3 — 2a+iay(ai)— 186 |( rt +Y a — 3 Y^) 

— 2 a 3 — 2aya+6aV^ 2a — 2Y«+6Y^ 

—2 aJ/~ a-\-iu^(ab)—iSb — 2a+6aY^ 

+2 ajf a— 6 Y ( a ^) +20 

- \- 6 a}/~b-\- 6Y (ab ) — 186 
— 6 ay~b — 6Y( a ^)+i86 

000 

ESEMPIO 2® 

Dividere 2a 3 — per Y( a "f* 3 ) 

2a 2 — 5 a+aJ/~ a+ 3 Y[«(«+^)]-a 6 | a— ^(a-t-b) 

-aa a —2 aj^a +2aY(«+£) 2a-^ai-2Y (a*-b) 

— a}/~ a — 3 a-|- 2 aY(a+ 6 )-f- 5 Y[a(a+£)]— ^ 26 
a — Y[ «(<*+£)] 

2a Y («+^)4* 9 Y [«(«+£) ] — 2rt — 2 ^ 

— 20 Y («+£) — 2Y[« (o-|-^)3+2a+2Ó 
00,0 
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Finalmente se tutte le quantità radicali da moltiplicarsi, 
0 da dividersi, oltre de’ particolari radicali saranno affetti 
da un radicale comune detto perciò universale , allora nel- 
1’ una e nell’ altra operazione toglierassi pria il radicale 
universale, e fatta indi l’operazione, riporrassi sotto l’ uni- 
versale radicale il prodotto, o pure il quoziente. 

Cosi sarà”!/ (a — 2 <\J a-j -3 *\/( 2 a-f- 3 V a — 4 ^ 6 ) = 

■y^aa 2 — aya+2fl — 6a-fi7 Y(a^ò 2 ) — 12 J 

$ li. Data la maniera di eseguire sopra i radicali le 
quattro comuni operazioni , passiamo ora a far vedere co- 
me di un radicale assegnar puossi qualsivoglia potenza , o 
radice. 

La riduzione de’ radicali a quantità con esponenti fra- 
zionari, sarà quella che ci guiderà alla soluzione dell’ uno 
e dell’altro quesito. 

r 

Vogliasi inalzare V~ a alla potenza m . 

r — r • 

Essendo j/~az=a r , sarà (j/~ ai) m =z(a r ) m , sia _L —71 

r 

1 ' m 

sarà (o r ) m =(a n ) m perciò ( § 3 1 . a a ) (a n f l z=a nm =a T 

—j/~ a m , dunque (}/' à ^ 71 — y" a rn 
Cioè eleverassi un radicale a potenza coll’ innalzare 
all ’ indicato grado la grandezza sotto il segno radicale . 
Dunque supposto t» = 5 , r= 2 avrassi 

(^a) 3 = ^-« 5 ==0^0 ($ 81 . 2 *) 
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Non essendo l’estrazione della radice, che una elevazione 

a potenza frazionaria , se vorrassi la radice ennesima di 

r nt r r 

ossia il valore di y y a, bisognerà moltiplicare -y fa, 
per la potenza frazionaria — , dunque avrassi 

i ' i 

n/ r n/ — — nr 

y V«= v « r — anr —Va 

Perciò si avrà la radice qualunque di un radicale 
col moltiplicare V esponente della radice data per lo 
esponente della radice "che si vuole . 

Così supposto n — 4, r— 3, avrassi 

V y a—y^a’j ed alla fine ^ y =J/~a^ r = a 
J ia. La esistenza di una potenza suppone necessaria- 
mente quella della corrispondente radice: trattasi ora di 
risolvere il seguente problema. 

« Data una potenza ritrovare la corrispondente radice. » 
Essendo ($ 8 1. a 4 ) la radice di un monomio il quoziente 
che risulta dividendo l’esponente della quantità per il gra- 
do della radice, c per conseguenza conoscendo noi la ma- 
niera di estrarre la radice de’ monomi , conviene ora mo- 
strare il metodo da tenersi per estrarre la radice delle 
quantità complesse. Per noi essendo sufficiente il metodo 
di estrarre la radice quadrata e cubba, ci riconcentreremo 
solamente in questa ricerca: primieramente trattandosi del 
quadralo di un binomio (a-j-6) 2 , essendo la di lui espres- 
sione a 2 -}-2 ab-j-b* , rifletterassi , che se dal primo termine 
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a 3 si estrarrà la radice a , ed indi innalzata a quadrato , e sot- 
trarrassi dal primo termine, il residuo aab-j-b conterrà 
il doppio prodotto del primo termine per il secondo, ed 
il quadrato del secondo. Se or dividerassi codesto residuo 
per la doppia trovata radice 2 a , il quoziente ci darà il 
secondo termine b della radice, quale moltiplicato per aa, 
cd elevato a quadrato dovrà intieramente distruggere il 
suddetto residuo 2 ab-^-b 2 . 

2 

Vogliasi la radice quadrata di un trinomio (a-\-c-\-d) 
essendo ( (J 7 1. a* ) 

(a-f-c-f d ) 2 — a ' 2 -\-aac-\-aad-{-c 2 

Se dal primo termine a a estrarrassi la radice a , cd indi 
elevata a quadrato, e sottrarrassi dalla data espressione, il 

residuo aac-\-aad-\-c ' 2 -\-adc-\-d 2 conterrà il doppio pro- 
dotto della trovala radice per il secondo termine, il quadralo 
di esso, il doppio prodotto del primo per il terzo, il doppio 
prodotto del secondo per il terzo, ed il quadrato del terzo. 

Se dunque dividerassi codesto residuo per la doppia 
trovata radice aa, il quoziente ci darà il secondo termine 
c della cercata radice, quale moltiplicato per aa, ed indi 
elevato a quadrato , ed il lutto sottratto dal suddetto residuo 
ce ne darà un secondo ■lad-J-acd-j-d 2 . 

Or quest’ ultimo conterrà il doppio prodotto della pri- 
ma radice per il terzo, il doppio prodotto della seconda 
per il terzo , ed il quadrato del terzo . Se dunque dividc- 
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rassi codesto ultimo residuo per la doppia somma delle due 
radici, ossia per a(a-4-c), il quoziente ci darà il terzo 
termine d della radice, quale moltiplicato per 20-4*20, ed 
indi elevato a quadralo , e tutto sottratto poi dall’ ultimo 
residuo , lo farà interamente svanire . Gli stessi ragionamenti 
ci condurranno a ritrovare della maniera istessa la radice 
quadrata di un quatrinomio, di un polinomio qualunque. 
Presentiamone alcuni esempi. 

esempio 1 0 

«Vogliasi la radice quadrata di 56 a 2 -f- Goab-\- % 5 b 2 . » 
Ecco il calcolo 56 o 2 + 6 ooó+ 25 ò 2 j Ga-f -56 



— 36 a 2 



1 2(1 



-t-6on£+256 a 
— Goal? — 256 2 



Dunque SGa^-f-Goai-R 2 ^ 2 ) = 6 a-f- 56 . 

ESEMPIO 2° 

«Vogliasi la radice di 4 <* 2 — 1 206-*- 1 Gac-f-gi 2 — 24ÓC+- 1 6c 2 .» 

4a 2 — I2a&+i6ac-j-g6 3 — 34&c-f*i6c 2 | 2 a — 5 & 4 - 4 C 

— 4 a a 



— 1 2ai+ 1 6ac+gi 2 — 24^0+ 1 Gc 2 
+iaa6 —96 2 

• 4 *i 6 ac —24 &c-+-i 6 c 2 

— i6ac -\- 2 l±bc — i6c 2 



4<* 

4 « — Gb 
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Dunque 

\ ( 4 a 2 —l 2 aè-|- 1 6 ae-f gè 3 — 24 ic+i 6 c 2 )= 2 a— 5è+4c 
Le successive potenze di una frazione si ottengono 
della maniera istessa di quelle di una quantità intera. 
Difatti ($iL i*) • 

a a a 2 /a\ a a a a a 3 /'a'V* 

’T X è X T“ Jì ~~\b J • 

Ed in generale supposto n il numero de’ fattori frazionari 



avrassi 



, a^n a n 

<(-£) = 7^ Dippiil ^ 31 - 2 *) 



sihaf— Y*=3 ^ 1 = z - 



6 

nm 
6" 



,nXm 



cioè 



£«//* inxm 
Eleverassi ad una potenza una frazione con mol- 
tiplicare V esponente del numeratore , e del denomina- 
tore per il grado della chiesta potenza , e ciò ha luogo 
eziandio per la frazione complessa . 

Ripresa l’espressione \ , e supposto nz= — arrossi 
\ y P. 

JL JL 

= ° ^ • Sia ora p = q } sarà allora 

b~P . ■ ■ • , . 

J, — 

a 9 /a\» 9 a? f_ / a a 

— =(t) =^-5=<t) ~j 

t» 6 
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Dunque si ottiene la radice di una frazione divi- 
dendo V esponente del numeratore , e del denominatore 
per V esponente della radice , sia pure la frazione 
complessa . 

J j 3 . I numeri ( $ 1 1 . 1* ) non rappresentandoci , che 
dei casi particolari di una generale espressione algebrica , 
scguene, che il quadrato di un binomio, o di un trino- 
mio numerico contener dee le medesime costituenti parti 
di quelle di un algebrico. 

Difalti avrassi (26) 2 =26x26 = 676 ; dall’ altra parte 
(*6) 2 =(2o-f6) 2 =20 2 +2x20x6 +6 2 =676; e così 
avrà luogo per un trinomio, e per un polinomio qualunque. 

Se dunque le parti componenti' un quadrato numerico 
sono le stesse di quelle di un algebrico , ne segue , che 
r istesso metodo che avrà luogo per l’ estrazione di una ra- 
dice quadrata algebrica , lo avrà pure per quella numerica ; 
salvo però alcune modificazioni necessarie, attesa la confu- 
sone delle cifre numeriche. 

Ecco delle applicazioni. 

esempio i° 

« Vogliasi la radice quadrati di 676. » L’ istesso , sup- 
postolo un quadrato perfetto, dee contenere il quadrato del 
primo numero, il doppio prodotto del primo per il secondo, 
ed il quadrato del secondo». 

Or siccome il quadrato dell’ uniti non potrà contenere 
le cenlinaja, ne segue che questo quadrato dell’ uniti della 
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radice cercala non potrà esistere, che nelle prime due ci- 
fre j e siccome qualunque numero non è altro, che unità 
della sua specie , ne segue , che il quadrato di questo 
numero occuperà le unità , c le decine della sua spe- 
cie; da ciò ne segue la divisione del numero in membri 
di due cifre, incominciando da destra a sinistra. Divide- 
rassi perciò il numero proposto 676, in membri di due 
cifre, ed incominccrassi l’estrazione da sinistra a destra. 
Or la radice prossima di 6 è 2; ed elevandola a quadrato, 
e sottratta dalla data quantità avrassi il residuo 276 , code- 
si’ ultimo conterrà il doppio prodotto della radice 2, che 
sono le decine per la seconda cifra, che saranno le unità, 
ed il quadrato di quest’ ultima ; dunque osservando , che 
il doppio prodotto del primo per il secondo termine, es- 
sendo un prodotto di decine per unità, non può comin- 
ciare ad esistere, che dalle decine in poi , si dividerà per- 
ciò 27 per 4, e fatta la divisione avrassi 6, quale molti- 
plicato per 4 e sottratto da 27, ci darà, unendovi l’ ultima 
cifra 6, un residuo di 56 , quest’ ultimo, se il quadrato è 
perfetto, dovrà solamente contenere il quadrato della radi- 
ce 6, come difalli verificasi, e perciò -^676= 26. 

ESEMPIO 2* 

«t Vogliasi la radice di 58 o 8 l , che sarà un trinomio. » 

it 
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Farassi 


5 , 80, 81, 


radice 


241 




4 


divisore 


. 4 




180 


divisore 


48 




176 







48 1 

48 1 

o 

Diviso il numero in membri di due cifre, prenderassi la 
radice prossima di 5 , quale sarà a ; il di cui quadrato sottrailo 
da 5 , darà il residuo 1, al quale unito 8o avrassi 180, 
questo conterrà il doppio prodotto del primo numero per 
il secondo , ed il quadrato del secondo ; dunque dividerassi 
per la doppia radice 4 > che unita alla prima sarà 24 • Or 
moltiplicando questa radice per se stessa , e per la doppia 
radice 4 avrassi 176, che sottratto da 180 ci darà 4» al 
quale unito 81 si avrà il residuo 481 , che conterrà il pro- 
dotto di 48 ( doppio di 24) , cd il quadrato dei terzo nu- 
mero . Dunque dividendo per la doppia radice 48 , ci darà 
la terza radice 1 , che unita alla prima e seconda, farà 241; 
moltiplicando questa ultima radice per se stessa, e per la 
doppia radice 48 avrassi 481, che sottratto dall’ ultimo resi- 
duo ottcrrassi zero, e perciò ^( 58 o 8 i)= 24 l* Con il mede- 
simo metodo troverassi -^(90601 )= 3 oi, e y(i 2320 i)= 35 i. 

$ 14. Data la maniera di estrarre la radice quadrata, 
restaci ora a dare il modo di estrarre la radice cuba . 
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a ciò fare prendasi ( $ 7 J. a* ) la forinola del binomio 
(a-t-&)° = a 3 +5a 2 ó-h 3a 5 2 

•Z 

dunque da a 0 estratta la radice cuba, ed indi sottratto dalla 
suddetta espressione il di lei cubo, il residuo 3a a b+-5ab 2 +-$ 
conterrà il triplo prodotto del quadrato di a per b , il tri- 
plo prodotto di a per il quadralo di b ì ed il cubo di b % 
perciò se dividerassi per il triplo quadrato di a , avrassi il 
secondo termine b , che moltiplicato per 3« 3 , ed il di lui 
quadrato per 5a , e unitovi il suo cubo , queste quantità 
sottratte dal residuo 3 a 2 b-\-’òab -f-ó lo faranno intera- 
mente svanire . 

« Vogliasi ora la radice cuba di «5 _j-6a 2 3-}“ iaa 5 2 +8ò^.» 
Ecco il calcolo. 



a 5 +G« 2 ó+i2aó 2 



— a' 



radice a-f-26 
divis* | 3a a 



2 b- f- 1 2 ab 2 -j-86 -5 
— 6a 2 b — 1 2ab 3 — 86 ^ 



O * Q O 

Dunque -f6a a t!>-l-i2n3 a -f-86^ )=a-f" a 5 

Se ora vorrassi estrarre la radice cuba di un trinomio 
elevato alla terza potenza, essendo ($7*1.2*) 

(n+i+c) 3 = rt 5+3a 2 £+5oó a +ó 3 +3(a+£) 2 c+3c a («+£)+c 3 
Se estrarrassi dal primo termine a 3 la radice, ed indi ele- 
vala a cubo e sotlrarrassi dalla espressione data, il residuo 
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5a 2 i4*3ai 2 +3(a -{-&) 2 c-|-3c a (a-j-i)-J-c^ conterrà 

il triplo prodotto del quadrato del primo termine per il 
secondo , il triplo prodotto del quadrato del secondo per il 
primo, il cubo del secondo, il triplo prodotto del quadrato 
della somma del primo e secondo per il terzo, il triplo 
prodotto del quadrato del terzo per la somma de’ due primi , 
ed il cubo del terzo. Dunque dividendo perii triplo qua- 
drato della radice trovata , o sia per 5 a 3 , avrassi 6, quale 
elevato a cubbo , e unendovi il prodotto 3 a 2 6 , e 5 £ a a, 
cd il tutto sottratto dall’ultimo residuo, avrassi 

3 (a-{-£) a c+ 3c 3 (a-fó)-j-c ^ 
tpicsi’ ultimo contenendo il triplo prodotto del quadrato della 
somma de’ due primi termini per il terzo, il triplo prodotto 
del quadrato del terzo per la somma de’ due primi, ed il 
cubo del terzo termine, seguene che dividendolo per il 
* triplo quadrato de’ due primi, avrassi il terzo termine c t 
quale elevato a cubo , ed unendovi il triplo prodotto del 
di lui quadralo por la somma de’ due primi termini, ed il 
triplo prodotto del quadrato della somma de’due primi 
termini per esso, il tutto sottratto dall’ ultimo residuo , 
avrassi zero; perciò 

-f 3 q 2 b-\-'òab 3 H-3c 2 (a-j-3)4-c^ ]=a+3-f-c. 

Volendo applicare questa generale teoria ai numeri di- 
vidcransi a tre , a tre , ( per la ragione istessa , che il cubo 
di una unità non potrà mai contenere più di tre dire) 
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incominciando da destra a sinistra , ed indi farassi lo stesso 
ragionamento . 

ESEMPIO 1° 

« Vogliasi la Y ( 3075 ) » Ecco il calcolo 
3,375 Radice 
1 Divisore 

*375 

8 7 5 
7 5 
ia 5 
ia 5 

o 

ESEMPIO a 0 

«Vogliasi la radice cuba di 4096. » Ecco il calcolo* 
4,096 Radice 

1 Divisore 

3 og 6 

18 

ìagQ 
108 

ai6 
916 

<1 
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§ 1 5 . Qualunque quantità radicale potrà esprimersi per 
m 

y(j>y , quale nel caso di p~a c’indicherà la radice di 
un monomio, di = a + 6 di un binomio, ed alla fine 
di p — a + &+ c + d + ec. di un polinomio . Difatti come 

n 

m — 

si è detto sarà -y/p n =x=p m . Or può essere n — m,n<./n, 

rn 

m m — 

n > rn . nel primo caso essendo -\Jp w = y p m ~p m =p ì 
la radice sarà apparente e la quantità razionale , nel se- 
condo caso essendo — un rotto proprio, la quantità sarà 

incommensurabile , o irrazionale, ed il radicale proprio. 
Nel terzo caso poi di n>m, se sarà m un divisore esatto 
di n la quantità sarà commensurabile , in caso contrario 
avrassi una quantità irrazionale , con fattore razionale . 
In effetto essendo n>m , potrà supporsi n = q-\-m- } dunque 

™ ± m 

avrassi p m =p m — p m X p m —p-y/p ^ . 

Le medesime "conseguenze dedurransi supposta p una 
quantità frazionaria . 

Da tuttociò conchi uderassi che la quantità irrazionale 
avrà sempre un esponente frazionario proprio , c la razio- 
nale un esponente frazionario apparente. Dippiù siccome 
l’estrazione della radice Tassi condividere l’esponente della 
quantità per quello delia radice vale a dire con dividere 
n per m , divisione che non può sempre esattamente effet- 
tuarsi, così dunque gli analisti han procurato di ottenere 
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il valore prossimo de’ radicali propri , giacche il vero riesce 
impossibile di averlo. 

Or codesia approssimazione sarà tanto più esatta quanto 
più accosterassi al vero valore, per far ciò bisogna ridurre 
il dato radicale in serie cioè in una forinola composta di 
infiniti termini i quali vanno sempre aumentando, o di- 
minuendo , nel caso di aumento la serie dirassi divergente , 
convergente nel caso contrario. 

Se dunque una serie continuata all’ infinito potrebbe 
sola darci il vero valore del radicale, ne segue che quanti 
più termini si prenderanno tanto più avvicineravvisi . Or 
la forinola del binomio elevato a potenza frazionaria potrà 
a tale uopo servirci. 

Difatli essendo ( $ 5 1. 2* ) 

una serie che va all’ infinito per essere — una frazione ; 
- k — k 

ma a k —yja^ l ì a k e così del resto: or per 

far svanire codesti radicali bisognerà prendere per a un nu- 
mero tale che sia elevato alla potenza h ; difatti supposto 
e fatte le solite sostituzioni, e le riduzioni avrassi 
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(•*+*)*=«* + J c A -* 4+ -fcy <!*-“* i a 
+ W=W--±K*-3t 4 5 + ec " 

' it.2it.3ifc 

Dunque ogni qualvolta di una quantità vorrassi 
estrarre la radice , bisognerà dividerla in due parti , 
lina delle quali sia una potenza dell’esponente k , ed 
indi far uso della precedente serie. 

§ 16. Dall’ essere infinito il numero de’ termini di una 
serie, che risulta dallo sviluppo di una quanti ih elevata a 
fi-azionaria potenza, dovrà naturalmcne dedursene, che il 
metodo approssimativo di estrarre la radice dovrà poggiare 
su Io sviluppo di una serie , che decrescendo sempre ne’ suoi 
termini successivi , potranno gli ultimi trascurarsi , a fronte 
de’ primi , e perciò su quella di una serie convergente . Ciò 

% A 

posto riprendiamo la superiore serie (c* +£) * =ec.($ ant.). 
Or ($ 9 ° l.i*) 



h-k, 

C b- 



. 4 - 2^5 2 



c n b 



. 2 k 






;,5 



.3 k 



C~ C — c ' 

c così ec. Dunque sostituendo questi valori nella formola 
superiore ridurrassi 
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(c i + j)‘=^+_ et 



h c^Ò 



h{h-b)c h ^ 

k . al’ . C 



h 



+ 



h(h— b)(à— 2k)c n b 



4- ec. 



k . ?k .5k . c 3 * 

Esaminando quest’ ultima vedrassi facilmente che i termini 
di essa crescono crescendo b, e diminuiscono crescendo c ; 
dunque per rendere la già trovata serie convergente , e per- 
ciò atta per l’approssimato valore del radicale, bisognerà 
nell’applicazione prendere c>5. 

Sia ora in essa formola k = 2 , h =i ; dunque fatte le 
necessarie sostituzioni avrassi 

V(c a +Ò)==c+ — — -^4*— r — ec. 

0/1 ° * 48 c 5 



2C 8c 3 
E fatto h= 1 l=z 3 si avrà 

.S-L/,'» — . 



3. _ z . .. b 2 



^(c°+ò)=c- 1 , 

3c a i 8 c 5 



io 



b* 



i6ac^ 



ec. 



La prima esprimerà lo sviluppo di una radice quadrata ; 
la seconda di un radicale cubo. 

esempio i° 

« Vogliasi trovare prossimamente la radice quadrata di a . » 
Il quadrato prossimamente inferiore al numero dato è 
l’unità; onde convien fare c=i, fc=i. Or sostituendo co- 
desti valori nella formola V (° 2 4 ^) = ec. avrassi 

'J(i+\)—y r 2 =i 4 — 4 -ec. 

TI. - a 8 48 
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serie non mollo convergente per non essere nel nostro 
caso c > b, e per conseguenza non propria , se non con un 
numero infinito di termini, a darci il valore di ]p^2. Ma 

T^=^^-= r -V= T V(7 a +0 ; 

dunque in questo caso essendo 7>i, potrà farsi 0=7, 5 =i, 
« sostituendo codesti valori avrassi 

ra =^ 3+ '“TC’ + à-I75 + ^5^) 



= f( 7 + f-^- + 



ec.^ 



14 2744 806706 

serie convcrgentissima dalla quale presi i soli quattro ter- 
mini , e trascurali gli altri, avrassi 

l/~ 2= 1, 414215 ; la quale non differisce dal 

r 268912 ^ 

vero valore neppur di un milionesimo. 

ESEMPIO a 0 

3 

« Vogliasi per approssimazione la y~ 126. » 

La radice cuba prossima di 126 è 5 , dunque sarà 
3 3 .3 

j /~ j 26 == V (5 -f 1 ) > perciò c = 5 , b = 1 , e sostituendo 
codesti valori nella trovata serie V( c °+^) — ec * avrassi la 



•onvcrgentissima 

3 12 

Y~ 126 = 5*1 r* 

3 . 5 3 18. 5 5 



10 



162.5 



8 



— ec. 
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J 1 17. L a nozione delle quantità immaginarie deducesi 
dalla teoria de’ radicali . 

Per quantità immaginaria intendesi quella , che 
ripugna alla di lei stessa esistenza ; niente di meno l’ana- 
lisi considera, ed insegna ad operare sulle quantità imma- 
ginarie, si perché qualche volta dall’unione di più imma- 
ginarie ne nascono quantità reali ; sì perchè il valore im- 
maginario di una quantità mostraci l’ impossibilità della 
soluzione di un quesito . 

Supposto p=a ( 1 . a" $ i 5 ) qualunque quantità radi- 
cale potrà esprimersi per . Sia ora m=re=2r, ed a 

negativa; allora avrassi — a 2r , espressione immaginaria. 

Dappoiché ( — a) 2/ ==( — a 2 ) r . Ma ( — o) 3 =a a , dun- 
que ( — n) 2/ *=(a 2 ) r =a 2r ; dunque — a elevata alla po- 
tenza pari 2 r non potrà mai esser negativa , ed a più forte 
ragione non potrà esserla -f-a ; dunque -a 2r sarà una 
quantità immaginaria . 

Sia ora nella superiore espressione m=n=2r-f- 1 , cd a 
negativa, avrassi 

tr+-i 

V-a 2 ^ 1 . Or (—ay* r+ ~ l ——a(ay ir —-a(a 2r )=— a 2r+ “ 1 . 

Dunque una quantità negativa elevata ad una po- 
tenza impari sarà negativa , e perciò non immaginaria . 
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Ed al contrario qualunque quantità elevala ad una 
potenza pari, essendo negativa sarà immaginaria. 

Or essendo '\Z-a 2r ='y/(a 2r x— 0 — ' scguene, 

che ogni quantità immaginaria potrà esprimersi per « _1 i 

dunque fatto r=i, ogni quantità immaginaria esprimerassi 

per a}/~ -1 . Dalla definizione premessa della immaginaria 

deducasi, che se ad una quantità immaginaria si aggiugne 

o si sottrae una quantità reale , o si moltiplica o dividesi per 

questa , il risultato dovrà riputarsi immaginario . Così 

a-\-by — i, a — by~ — 1, a-\~bcy — 1, - — — ì, sa- 

c 

ranno immaginarie quantità. 

§ 18. Le quantità immaginarie possono sommarsi, sot- 
trarsi , moltiplicarsi , e dividersi ; bisogna dunque per tutti 
questi casi presentare le necessarie regole . La somma e 
sottrazione delle quantità immaginarie non presentaci alcuna 
differenza da essere marcata; difatti sarà cosa evidente , che 
dovendo sommarsi o sottrarsi le immaginarie a}/~ -1, e bj/~-l, 
nel primo caso avrassi a}/~ — \-\-by ~ — i=(a-\-b)y — x, 
enei secondo ay — ì — by — i=(a — b)y — 1 . La mol- 
tiplicazione però ci presenta due casi : i° che un fattore 
sia reale , e V altro immaginario ; a 0 che tutti e due i 
fattori siano immaginarj . 

Sia dunque per il i° caso a da moltiplicarsi per by — J, 
avrassi axby — l=zaby — ì quantità immaginaria. 
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'Dunque il prodotto di una grandezza reale per una 
immaginaria è sempre immaginario. 

L’espressione poi aJ/~ — 1 Y.by " — x ci esprime il se» 
condo caso. 

Or a-yj — 1 X bff — 1==a b V - 1 X V — 1 • Ma ( 1. a* $ il) 

t 1 

y_ixy— x = — (x* X» *) = — l • Dunque avrassi 
a y — i x b y — x = — ab. Se invece si avrebbe 

— a y — i x — b y— x — ab^J— l Xff — i = — ab 
Del pari sarà 

«y — 1 X — 5 y — 1= — aiy— i X V“*" 1== — — l—ab. 

Cioè il prodotto di due quantità immaginarie sarà * 
reale , e positivo se affette dal segno contrario, nega- 
tivo se collo stesso segno . 

■ $ 19. La divisione poi ci presenta tre casi: i° che il 
dividendo sia reale, ed il divisore immaginario; a° che il 
dividendo sia immaginario, ed il divisore reale; 5 ° che il 
dividendo, ed il divisore sieno immaginari. 

Per il i° essendo 

<* b _ b _ b V — 1 _ b V — 1 __iy_i . 

«y— 1 y_i y—ixV- 1 ■™ 1 

Ed egualmente avendosi 



— a b 



= Ì7^S==-*V-. 



— «y— 1 y — ì x y— 1 

e a ^~ = — - — — »_V — ? _6y - 1 , se ne deduce : 

«y — 1 y — x x y — x — 1 
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Che il quoziente di una quantità reale p -f una 
immaginaria sara immaginario , positive se i due fat- 
tori saranno con segni contrari , negativo se con gli 
stessi segni. 

Il 2 ° caso sarà rappresentalo per 1 — £ j ^ 

« si avrà’pnre J — ^'V— 1 _ lyj _ x . parimente — 1 
— <* a 

= — —, i , e si deduce: 

Che il quoziente di una immaginaria per una reale 
sarà immaginario . 

Il o caso sarà espresso per ? r= a , come pure 

óy — i 

— - =«, Cd in fino “''V - 1 =-^^=-0, 



— v - 1 



per 

- 

e perciò deducesi : 

Che il quoziente tra due quantità immaginarie sarà 
reale. Negli ultimi due casi i segni seguono le stesse 
regole che per le quattro reali . 

Sia ora M=m+ni/—i P—p+q^/-. r , ed abbiasi 
M m+ny-i 

— ; . In tal caso avrassi 

r 1 - 

(ffì-fny— t)(/>— yV— i) _ ( mp +nq)+(n P —m(7W—i 

Q>+?V-0(i~?V-0 1+/>IV-+J a 

mp-\-nq C' 3 7 J — — i ) 

/> a +? a P 2 +? 2 
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Or in essa — — C mp+ng) ^ (np-gm^-i 

r+rt-' p * +s * 

facciasi n = o , ed allora avrassi 

M m mp — mq-\J 1 

p*+q* 

Perciò ne segue , che una frazione della forma 
avente V immaginario nel denominatore , può 



m 



P+qV — 1 

sempre ridursi ad un’altra, nella quale V immaginario 
esiste nel numeratore , ed il denominatore è reale. 

$ 20. Data la maniera di moltiplicare e dividere le im- 
maginarie monomie , non essendo le-complessc che un tutto 
di monomie, le stesse regole dedotte per le prime avranno 
luogo per le seconde : per applicarle presentiamo alcuni 
esempj • 

ESEMPIO 1 0 

* Vogliasi il prodotto di (i+y — i)(j— » 
Facendo al solito la moltiplica avrassi 

1 +y — 1 ~ » 

1 — y — j 



i+y— 1 | 

— V— l+U 



= 1 + 1=2 



ESEMPIO 2 



(2m+3/*y— 1 ) (am — 3ny — 1 ) 

2 -\- 6 m nj /^ — 1— 6//j«y — .1 +9/1 2 3 +9/2 2 




38 
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ESEMPIO 3° 



« Vogliasi il quoziente di 4m 2 +g« 3 per a m — 3«y — l . » 
Ecco il calcolo 



divisore 

quoziente 



am — 3 « V — 1 



a m+3«V — 1 



4m a -f-9» a 

— 4m a -j-6mny_i 

+6mn y — ì -f 9« 2 
— 6mny — 1 — g« a 
o o 

ESEMPIO 4° 

« Vogliasi il valore 

a4« a +ioa3y — i -+-o4acY — ì -f 63 a — 53c — 6c a 
4a-f33y — ì-f aey — i 
Ecco il calcolo. 



a4 a 3 -f-io a3 Y -1 -t-34 acy -ì 4-63 3 -53c-6c 3 di v.* 
a4« a —i8a3Y-l— iaacy~i quoz. 

— -8a3y — i -f ìaacy — ì -f 63 2 — 53c — 6c 3 



4a4-33y-i 4_acy~ ì 



6a— a3y-i+-3c y -ì 



4-8a3Y-— i 



— 63 — 4&c 



ìaacy— ì — g3c — 6c a 
—i aa c Y — i +9 3c-|-6c 3 



$ ai. Per completare la teoria delle qnantità immagi- 
narie, restaci di esse dedurre le successive potenze. 

Ecco il quadro analitico delle loro differenti potenze. 
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1 1. a*)(aV— 1) 2 =(«V— 1 )( a V— 1 )= a2 X— 1=— -a 2 

Dunque 

(aV — 1)^ = — a a XaV — 1 == — — 1 

(a-\/ — 1)^ = — a^y— 1 X«V — 1 • • • • 

(«y — i)^=a^x«y — 1 ^ y — 1 

(oy — i)^=a^y — 1 x«y — 1 — a® 

(ay — 1)^= — a®x«y — X * — — a^y — X 

(ay — 1)^= — a^y — ixay — x .... =a^ 

(«y — i)^=a^xay — x =a 9 y — 1 

(ay — r) 10 =a^y — ìxay — 1 = — a l ° 

(ay — 1) 1 1 = — a 10 Xay — 1 ...... = — a 1 1 y~X 

(«y — i) 12 = — a n y — ix«y — X . . . = a 12 

ec. ec. ec. 

Or da questa tavola puossì conchiudere, che tutte Io 
immaginarie avranno le potenze pari reali , e le impari al 
contrario immaginarie . Inoltre la potenza seconda dell’im- 
maginaria è reale, ma negativa, e la metà dell’ esponente 
di essa non è divisibile per 2 . La potenza quarta è realo 
e positiva, e la metà dell’esponente divisibile per due j, 
ed analizzando le successive potenze dedurrassi : 

Che le potenze pari delle quantità immaginarie sa— 
ranno reali , e positive se la metà del loro esponente 
sarà divisibile per due ; reali , ma negative nel casa 
contrario . 

<3 
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Se dunque sarà m pari la forinola generale •' , ' 

(a x ) 2m —a 2/71 , ci esprimerà la potenza reale e po- 

sitiva della immaginaria, e nella medesima ipotesi di m 

pari (aY—]) a ^'^ ci rappresenterà della immaginaria 
la potenza reale, ma negativa. 

Esaminando le potenze impari vcdrassi che le stesse sa- 
ranno immaginarie positive tutte le volte sottratta 1 ’ unità 
dall’ esponente della potenza , sarà la differenza divisibile 
per 4 » nel caso contrario saranno immaginarie negative . 
Or essendo am-j-i la generale espressione di una potenza 
impari supposto m pari, sarà sempre 2/n-J-i — 1 divisibile 
per 4 > dunque la forinola generale di esse potenze potrà 

, , .2OT-f-l_ , 3TO+-1 _ , 

esprimersi per (oy — l) =-ra col segno 

superiore se sarà rn pari , coll' inferiore se sarà impari . 

$ 32. Conosciuta la maniera di elevare alle rispettive 
potenze le monomie immaginarie sarà facile il discendere a 
quella di ritrovare le potenze delle quantità complesse 
immaginarie . 

In effetto ( 1 . 2 *$ 4 ) il binomio Newtoniano essendo 
anche proprio per darci lo sviluppo delle successive po- 
tenze di un polinomio, l’ applicheremo a darci le succes- 
sive potenze di una quantità immaginaria complessa . Di- 
fatti volendo elevare all’ emmesima potenza il binomio 
(a+by—i) fatto — l=c, sarà (1.2*$ 4 ) 
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(a+c) m =a l7, +raa m - 1 c+m <™=ì2 a m ~ 2 c 3 

-Ha (m-i)(m-a ) Q m-5 c 3 + e c . 

2 . 5 

Ma ($ pr.*) essendo c=iY-l,saràc 3 =— i a , c^~-b^ -f-ì, 
dunque a v rossi 

(a+^Y — 1 ) m =a m +ma m ~ 1 b'\ / —l—m ^ ^ a m ~*b 

(m — i)(m — 2) 02-5/3 / „ . 

— m K ^ J J b Y — 1 -f-ec. 

2 . 0 

Sia ora m= 2 si avrà (a-f-^Y” 1 )" = a3 + 2 a^Y“ 1 — 1 

5 

cosi pure troverassi lo sviluppo di x) di 

(a-f^Y -1 )^» e C0Sl ec - 

E facendo le medesime soslituzioni della 1 . 2* $ 6 avrassi 
lo sviluppo di (a-J-^Y — i+cY-0 . 

Finalmente ricapitolando tullociò che si è osservato, si 
scorgerà facilmente, che riunendo da una parte tutte le 
quantità reali, e dall’altra le immaginarie, potrassi con il 
Sig. r d’ Alembert conchiudere: 

Che generalmente qualunque quantità immaginaria 
si potrà ridurre alla forma di A-j-BY — 1 dove A e B 
saranno delle quantità reali. 

Difatti la somma e la sottrazione di a-\-brf — x con 
e+dY— 1 sarà espressa per Y*-* 1 Ì^V — l » e fatte» 

a-{-c—A, e 5 ^< 2 = 2 ?, la somma e la sottrazione delie 
quantità immaginarie ci verrà espressa per A+B^J — x , 
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dove Ac B sono quantità reali ; il prodotto di a-f"5y— * 
per c-j-dy — l è eguale ad crc+ady— i+£cy — \-Jbd > 
perciò fatto a c — bd=-A , ad-j-4c=J?, a v rossi 
(o+éy — 1 ) (c+dy — t)=^-fz?y — 1 

Per la divisione di — - , si avrà 

c+dy — 1 

a-fòy — 1 (a-f-òy— i)(c— dy— ì) ac—ady — l-f&d-f-tay — i 

c+dyZI ~ (c+dy-i) (c-dy- 1 ) ^ c a _ crf y +c ^y +£ * 2 

ac-\-bd-\-bc y — i—ady — 1 ac+òd ^(òc — ad)y— 1 

c 2 +d a c a +d 2 • c 2 +d a 

^ „ ac-\-bd . (he— ad) 

Or fatto — =A, — —B . 

c 2 +d 2 c 2 +d 2 . . t ; ' — 

si avrà — - — A+B ^ — 1 

c+dy — 1 

Finalmente cssondo ( $ prec) 

(a^y-l)”* a^-t-wa 71 " 1 Ay~l~» ( -^ a”-2A/ / - "* X ”~ 2) a"- 5 4 5 y-> +ec 

« • %j 

zza" -n <22) a "-* 4° ± cc.+V-l ("a'- 1 o"’ 3 4 3 ± ec.) 

Se farassi 4 

n (/i-i) n -2 / a _i_ ^ »-i i „(n-iX/*-a) «-3,5 . ■ 7 _, 

a -n - a o itee— na o-/i ■ — a o -bec.=2? 

2 a. 3 

avrassi allora (a+òy— i)”==^+2?y— 1 . 

Se poi in questa foratola supporremo n = -j-, potrà 

farsi lo stesso ragionamento; poiché sarà 
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(o+iv* i ) A =« Jt + \ a k k b<2 — •*i ec * 



~ ak ~~T^T a * ^ 3 4* * • • db ec> 

efatto«*~y~~a * ^ 3 + ec,=^ 

T-T*-T 1 T Ha S S -“ r '* 5 +«-» 

h 

avrassì (a+£y — 1) * — 1 . 
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(Deffé etjuastout Si punto e óecouSo ^taSo , e Sef& 
e^uastowi tuSetcnwwate Si pùnto ^taSo , 



$ 1. ir er equazione intendcsi quell’ analitica espressione mar- 
cante l’eguaglianza tra due quantità. Dunque ogni equa- 
zione dee contenere due parti dette membri ; uno' che 
precede il segno di eguaglianza $ e l’ altro che lo se- 
gue. Cosi se la somma del trinomio a-f-6-fc è eguale a 
quella di m-f-n-}-r, questa eguaglianza esprimerassi per la 
equazione a-p£-|-c=:/n-p/j-pr, il trinomio sarà 

il primo membro , ed m-pn-pr il secondo. 

Or se, mantenendo sempre l’ istessa eguaglianza, (arassi 
in modo da rimanere nel primo membro o la sola a, o b, o c, 
allora avrassi in particolare nel secondo membro il valore 
o di a, o di b, o di c. , 

Ogni ricerca analitica è sèmpre diretta a risalire dalle 
quantità date alla conoscenza di quella che cercasi , le prir 
me appellansi quantità note , la seconda, ossia la cercata 
ignota , o incognita . : 

Per convenzione generale si esprimono le date colle 
prime lettere dell’alfabeto a, b, c, cc. le cercate o inco- 
gnite coll’ ultime x,y y z', ciò posto la risoluzione di una 
equazione generalmente consistendo nei rinvenimento del 
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valore deli’ incognita , con lasciarla isolata in un membro, 
senza però alterare 1’ eguaglianza , ne segue , che le regole 
per ciò ottenere dovranno variare a seconda delle varie 
combinazioni , che F incognita avrà colle note , e della 
particolare natura della prima . Or una incognita può es- 
sere elevata a quadrato, a cubo ec. : una equazione sarà 
del primo grado se F incognita avrà per esponente l’unità, 
di secondo grado se avrà il a per esponente, di terzo 
quando il 5, ed in fine di ennesimo grado se avrà n 
per esponente . Il grado dunque di una equazione ci viene 
marcalo dal massimo esponente dell’ incognita; noi per ora 
parleremo di quelle di primo grado. 

Una quantità incognita può esser combinata colle note, 
o per addizione e per sottrazione, o per moltiplica e di- 
visione; bisogna dunque presentare le necessarie regole per 
tutti i quattro casi isolatamente, o simultaneamente com- 
binandosi . Perciò in generale una equazione di primo grado 
ad una incognita potrà esprimersi per Lx-\- m — -j-r, in 
cui ciascuna delle quantità L,m,r , sia cognita positiva 
o negativa , intera o frazionaria , monomia o polinomia . 

$ a. Abbiasi l’equazione x-f -b-\-c=m-\-n+r\ trattasi 
ora ( salvo F eguaglianza tra i due membri ) di eliminare 
dal primo ò-f-c , per così restare la sola x; per ciò fare 
( nel caso de’ segni positivi ) sotterrassi da’ due membri 
Fistessa quantità ò-f-c, ed avessi F eguaglianza istcssa , per- 
ciò x-j-ó-f* c — fi — c=m-\-n-\-r — b — c, e fatta la riduzione. 



v 
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sarà *=/7*+«-f r — l — c . cc j ecco cos l ricavato il valore 
della incognita x. Se poi sarà x—b—c=m+n+r, allora 
unendo a’ due membri l’ isiessa quantità ò+c, avrassi sem- 
pre la medesima eguaglianza, e perciò 
x b c-(-ò-f-c=/7i-j-«+ , ‘+^+ c > ossia x=m-f-fl+r-|-ò-j-c 
Dunque puussi , senza, alterare V equazione , far 
passare un termine da un membro in un altro con 
solamente cambiargli il segno. 

Sia ora 1 ceduazione qx-\-b-\-c=x m-\~n-\~r.y ossia 
qxz=m-\-n-\-r — b — c j per ottenere il valore dell’ inco- 
gnita x bisognerà liberarla dal fattore cognito q ; per ciò 
eseguire rifletterassi , ebe dividendo per F istcssa quantità 
i due membri, l’eguaglianza non verrà alterata. Dunque 



qx m-\-n-\-i 

T 



-b — c 



-, ossia x = 



m-\-n-\-r — b — c 



? <1 

valore cercato. 

Dunque si libera una incognita dal di lei fattore 
con dividere il secondo membro della equazione per il 
fattore della incognita. 

Sia in fine SI +b^c-mSn+-r, ossia 

P . P q > 

per ottenere il valore della incognita x bisognerà liberarla 

dal suo divisore p\ per ciò fare rifletterassi, che moltipli- 
cando per Fisiessa quantità due eguali, rimane sempre la me- 
desima eguaglianza ; perciò avrassi ISL =p ( m +n+r-b-c "N 

P \ q ) 

osta x 



=p{ 



m-\-n-\-r — b — c 



^ valore richiesto. 



' 4 
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Dunque si libera una incognita dal suo divisore , 
con moltiplicare il secondo membro della equazione 
per il divisore medesimo . 

Con queste sole regole potransi risolvere le equazioni 
tutte del primo grado ad una incognita, e la formola ge- 
nerale ci rappresenterà le combi- 
nazioni tutte di una equazione di primo grado ad una in- 
cognita. Ecco degli esempi. 

ESEMPIO i° 

» Vogliasi deteggere il valore di x dalla equazione 
-r — ò+2o=-g- +r—q . » 

• Trasportando la * in un solo membro, riduccndo allo 

stesso denominatore , e verificando la riduzione avrassi 

zz. — r -L/i — q' — 2 a. Perciò consultata la formola generale 
li 

suddetta, sarà nel nostro caso y= 5 , p==- 1 2 , dunque avrassi 
(r-\-b — q ' — 2 a) 

5 

ESEMPIO 2 6 

. ò rx AÒ 

« Vogliasi il valore di x in 8*+ — -f c — — + 

' Trasportando la x in un solo membro , e riducendo 

tanto il primo che il secondo membro allo stesso denomi- 

sgm — r\ 4 ab — 3 bn — 3 acn . 

Datore, avrassi f ) * — 5f~ 5 perciò n- 

\ /zi / on a 

presa la formola generale, sarà 8 m — r — q , p=jn , perciò 
f 4« b— 5 b n— 5 a cn ^ 

5 n a (8/7* — r) J' _ 

$ 5 . Abbiamo fin qui considerata una equazione di pri- 



X = 12 
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ao grado , in cui l’ incognita non era che una ; potendosi 
dare il caso di esser le incognite in maggior numero, ve- 
diamo le conseguenze che nc nascono , e la maniera di. 
determinarle . 

Ripresa la formola generale ( $ prcc.) sia b una seconda 

incognita, che denoteremo per y } sarà allora 

qx . . /ro+rt+rXvICcA 

—,±:y±i c = m ±:n+r, e pereto x— [ J p _ 

P ^ C J y 

Or in questa equazione il valore di x dipende da quella 
delle quantità note m , n, r , c , p , q , e da quello della 
incognita y ; dunque x rimarrà sempre incognita finché 
una seconda equazione non ci dia il valore di y j perciò 
allorché si avrà una sola equazione, e più di una incognita, 
non sarà quella risolubile , e propria a determinare 1* in— 
cognita , perciò appellasi equazione indeterminata . 

Jìi generale saranno equazioni determinale quelle 
in cui il loro numero è eguale a quello delle incognite h 
ed equazioni indeterminate quelle in cui il numero delle 
incognite supera quello delle equazioni . 

Se dunque vorrassi determinare il valore di due inco- 
gnite, allora vi abbisogneranno due equazioni. Siano queste 
(1*) Ax+By=C; (a*) A'x+B'y=C 
supposte A, B, C , A'y B' , C quantità note sotto una com- 
binazione qualunque ; dalla (1*) equazione ( $ prec.) avrassi 

} dunque sarà 



C-Ax C — A'x 

y— 7, — , e dalla (a ) y— 



B' 
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— ' jj - — ° s ‘ a ($ prec. ) B' C'—AB'x— C B—A'Bx, 

B’C—CB _ . . 

e perciò * = - ■■ ■ ■ ,; . Dunque sos'nuendo in una 

All — A U 

delle due equazioni esprimenti y il valore trovato di x , 
avrassi y espresso in quantità cognite. Difalti 

C Ax C — AB'C-\-ABC AC—A'C 

B ~B 



y B 



B(AB'-AB) AB— AB 

Dunque avendo due incognite , e per conseguenza 
'due equazioni , si ricaverà in ambedue il valore della 
stessa incognita , ed eliminerassi in una terza equa- 
zione ; in questa si determinerà il valore delt altra , 
quale sostituendolo in quello della prima , saranno de- 
terminate le due incognite in quantità note. 

Il metodo di eliminazione esposto ha per risultato la 
terza equazione B'C — AB'x=zBG — A'Bx , colla quale 
resta eliminato y . Or questa equazione potrassi ottenere 
moltiplicando la prima By—C—Ax per B' coefliciente di y 
nella seconda, e moltiplicando la seconda B'y=.C — A’x, 
per B coefliciente di y nella prima, ed indi sottraendo dalla 
prima la seconda. Difalli avrassi B'C-AB'x-BC 4-A'Bx=:o, 

jy> (i JìC' 

c perciò x(AB'-A’B)=B'C-BC, ed x — yl x~A B ‘ 

polendo poi eliminare x , e dedurre direttamente il va- 
lore di y, essendo Ax=:C — By, ed A'x=C — B'y , mol- 
tiplicando la prima per A', e la seconda per A, ed indi 
sottratta dalla prima la seconda, avrassi 
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A'C-td’By—AC+AB'y^n , e perciò y= 

Dunque semplificherassi V eliminazione di una in- 
cognita Ira due equazioni moltiplicando la prima per il 
coejjìciente dell’ incognita nella seconda ; e la seconda 
per quello dell’ istessa incognita nella prima , ed indi 
dalla equazione prima sottraendo , o sommando la 
seconda . 

Ecco degli esempi ad una, ed a due incognite. 

ESEMPIO 1° 

a Vogliasi il valore di x dalla equazione 4* 4* 2 ' r== io-}*-*. » 

Avrassi 5x= 40, ossi 3 x= = 8 . 

5 

ESEMPIO 2° 

X x 

et Cercasi il valore di x da x-f- — -f* — =3o-f-x- » 

Sarà ìf+“ = 3o,ed*= *2>SÌ=4P. 

8 J -6 ; 

ESEMPIO 3° * 

oc Vogliasi i valori di x ed y, nelle due equazioni , .(x*) 
(4*4-3r=46) , (a* ) (5x— 4^=42) . » 

Dunque avrassi 3^=46 — 4 y—5x — 4 a * Moltipli- 
cando la prima per 4> 0 b* seconda per 3; e sottraendo 
dalla prima la seconda, e riducendo avrassi , 

184 — i6 x — i5x +126 = 0 

perciò 5i*=3io, dunque x =10, ritrovato il valore di x 
troverassi subito quello di y, per l’ equazione 
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D 

(1* ) 5 y =46—4* =46 —4o =6 ; perciò y= = 9 . 

esempio 4 0 

a Cercami i valori di ed y, nelle due equazioni 
(i*) ( ey—fx=af+be ), (a“) (gx—hy—ch+dg). » 

af+be+fx 



Dalla prima avrassi y=.- 



. , e dalla seconda 



ax—ch—dff . . af+be+fx gx—ch—dg 

y— -jr dunque sara - = £ 

e facendo svanire i divisori avrassi 

afh-\-beh-\-fhx=.egx — e eh — edg 
afh-\-beh-\-ech-\-edg 

1 uini ‘ *= 517» 

sostituendo adesso questo valore di x nella equazione 
? f+b *+fl, avremo • 

ey—af+be+f (°/ A + ? e r iducendo allo 

stesso denominatore, c fatta la riduzione avrassi 

aefg-\-bc * g-\-cefh-\-dcfg afg-\-brg -f- cfh-\-dfg 

, . e{eg—ffi) ” . eg-fh 

^ 5 4 Se saranno tre le incognite da determinarsi , e per 

conseguenza tre le equazioni da risolversi faransi presso a 
poco gli stessi ragionamenti. 

. 1 . » 

Difatti siano date le tre equazioni 
(1 ') Ax+By+Cz—D 
(a*) A'x+B'y+Cz=iy 
(T) A T x+B"y-\-C'z=U' 
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Allora volendo eliminare z avrassi 

D—Ax—By _ D'—A'x — B'y __D"-A"x-B"y 

Z — , , , S. £V/ 

e per conseguenza si avranno le due equazioni 
D—Ax—By D’—A’x— B’y 

' c a 



(*) 



D—Ax—By __ D" — A” x — B"y 



C C' 

Codeste due equazioni contenendo due incognite avrassene 
una terza senza y (Jprec. ), moltiplicando la prima per 
il coefficiente B" di y nella seconda , e la seconda per il 
coefficiente B' dello stesso y nella prima , ed indi sottraen- 
do dalla prima la seconda, quest’ ultima dedotta equazione 
ci darà il valore di a? in quantità cognite, quale sostituito 
in, quello di y , avrassi di esso il valore cognito, ed alla 
line sostituendo i due cogniti valori di * ed y in z , ot- 
tcrrassi quello di quest’ ultimo . 



Delle equazioni di secondo grado. 

5 5. Se il grado di una equazione ci viene marcato dal 
massimo esponente della incognita ( 1. 3 a $ 1 ) seguene , 
che una equazione di secondo grado potrà generalmente 
esprimersi per Ax 2 -f- IJx=C ; dappoiché il coefficiente A 
è in generale la somma, o la differenza delle x a , come il 
coefficiente B delle x, c C esprimeci quantità cognite in 
qualunque modo combinate. 
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Or due tasi possono accadere, 1° che l’ equazione con-* 
tenga oltre della seconda potenza della incognita la prima 
potenza di essa; 2 che la data equazione non contenga, 
che la sola incognita elevata a quadrato. 

Nel primo caso il coefficiente B avrà un valore, nel 
secondo sarà 2 ?=o; e la generale equazione diverrà Ax^—C, 

Q 

e per conseguenza x 2 = — . Ma intanto cercasi x, ossia 
la radice di x 2 , dunque avrassi x= 




Or siccome la radice quadrata di qualunque quantità 

/ Q 

può essere tanto positiva che negativa , così 



\/ — dovrà 
A 



avere un doppio segno, dunque sarà x=+'^^;cioè 
saranno due i valori di x, uno positivo, e l’altro negativo, 
che soddisfarranno egualmente la proposta equazione, va- 
lori che si contrassegnano col nome di radici . L’ equazione 
suddetta Ax 2 —C appellasi pura. Esaminandola poi già 

ridotta ad x— -K\/ ~ vedrassi che soli due casi si pre- 
sentano , cioè che sia C positivo , o pure negativo ; nel pri- 
mo caso sarà una quantità reale, o positiva o negativa; nel 

I c c 

secondo essendo x— -f- y - — , fatto — —q, sarà (1.2 $17) 



vale a dire una quantità immaginaria posi- 
tiva o negativa. 

$ 6. Passiamo ora al secondo caso in cui esiste la pri- 
ma potenza di x , e perciò alla completa equazione 
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Bx 



Ax 2 -\-Bx~C , quale riducesi ad x 2 + —~r = — 

Avendo presente il quadrato di un binomio ( 1 . 2* $ 7), 
vedrassi die al primo membro di questa equazione per 
essere un quadrato perfetto non mancavi, che il quadrato 

B B 2 

della metà del coefficiente — 7 , o sia , dunque uncn- 

1 4A 2 

do all’uno ed all’altro membro l’ istesso quadrato avrassi 

4 A 2 ^ ^ 4 A % 

Ma * 2 ìIIZ+'L - essendo già un quadralo perfetto 
~ i^A 2 

polrasscne estrarre la radice ( I. 2* 12) che sarà 

'±à-±V(£ + S)-±v(^) 



c trasportando si avrà 

-r B ^/{B 2 +iAC\ B±y!(B 2 +±AC) 

J’- + ti 

Or C, come si è detto potrà essere ( $ prec. ) negativo, ed 
in tale ipotesi la forinola superiore si trasformerà in 



_^5±V(5 2 -4^C) 

+ Va 

Nella prima forinola essendo B -f* 4 AC una quantità 
positiva , sarà sempre x una quantità reale o positiva 0 
negativa. Nella seconda potranno accadere tre casi 

/5 



Digitized by Google 



io 6 ALGEBRA ELEMENTARE 

i° B 1 —iiAC\ a” i? a >4 AC\ 5 # B 2 <4 AC 

nel primo caso sarà x eguale ad una quantità razionale 
negativa o positiva ; nel secondo caso chiamando q la dif- 
ferenza tra B 2 e t^AC) sarà q positivo, c perciò x quan- 
tità reale positiva o negativa ; nel terzo caso infine essendo 

B 2 — l±A C — — q , sarà * una quantità immaginaria 
positiva o negativa . 

Da quanto si viene di esporre potrasscne generalmente 
dedurre : 

Che una equazione di a 0 grado ha due radici , o 
tulle e due reali , o tutte e due immaginarie , e che 
risolverassi con aggiungere al primo e secondo mem- 
bro dell' equazione il quadrato della metà del coeffi- 
ciente della prima potenza dell’ incognita , e con estrarne 
indi la radice . 

$ 7. Il metodo da noi impiegato , e la formola gene- 
rale da noi dedotta per F equazione di secondo grado , si 
estende ad alcune dei gradi superiori , le quali perciò si 
chiamano derivate dal secondo grado . Difatti sia data la 
equazione 

Ax^ -\-Bx ' 2 — — C fatto x 2 —y, avrassi Ay a -\-By — — C ; 

a > B±y(B a — 4 AC) __ 

dunque ( 9 prec. ) y— L . Ma es _ 

scndo j z=x 2 sarà X—^y, perciò 
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Fatti poi gli stessi ragionamenti , si deduce , che sup- 
posta l’equazione generale Ax 2m -f- Bx m == — C, fallo 






y = x , avrassi 



* *=±7(- 



-B±ì/(B*—, liAC) 

*A 



)■ 



Passiamo ora a presentare alcuni esempi per la risolu- 
zione delle equazioni di secondo grado » 



esempio 1 



«Vogliasi la radice dell’equazione 6ag8=*+ 1 60 ' r — • » 
Trasportando., e riducendo avrassi x 3 — 161 x = — 6298 , 
Compiendo il quadrato sarà 

0 sia x 2 — ■ 161 x-f- 6298 j perciò 

4 4 

(L.'$i 3)*-25L =±Vm , ossia x ' — 161 

ed estraendo la radice, avrassi x = , dunque le 

due radici saranno x = 94 , ed x = 67 >. 

esempio a® 



« Ritrovare il valore di x in — — 



342 34 a 



19. » 



x — 3 x 

Riducendo al comune denominatore il primo membro, avrassi 
542X — 34 ax -j- 1026 



x a — 3x 



= *9 
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e facendo svanire il divisore avrassi 19X 2 — 5 yx = loaG, 
perciò x 2 



- IO26 r . 

■ 3 x x= = 54 . 



‘9 

Or compiendo il quadrato si avrà 



— 3x+ H = 54 + iL = 



9 



220 



4 4 

dunque estraendo la radice avrassi 



5 , V aa 5 

— ± -1 — — 

2 2 



2 



perciò x: 



1 5 -f- 3 — • 1 5 -f- 0 r% 

I = 9 , o pure x= ! — = — 6 . 



2 a 

(J 8. Se due nelle equazioni di secondo grado saranno 
le incognite, due egualmente esser dovranno le equazioni;, 
il metodo da tenersi sarà , come in quelle di primo grado , 
V eliminazione . Difatti aLLiansi le due equazioni 
Ax* + By 2 — x=C, Ax 2 — By* +2x=/J 
trattandosi di dover eliminare un’ incognita , vedrassi fa- 
cilmente, che eliminerassi Vy sommando le due equazioni , 
per cui si avrà riducendo 

j J - n n - X C"\~D 

a Ax -f-x =C-+-D, e per conseguenza x + 

e ( J prec.) compiendo il quadrato avrassi 

1 1 , C+D_ 1+&AC+8AD 



x> + JL + 
^2 



1M 2 1 r>A' 2 %A 



16 A ‘ 



ed estraendo la radice, e trasportando, si avrà in fine 

x , y(i + 8AC+8AD) 

4À ± TÀ 

determinata in quantità coguite 1’ x , e sostituendo il 
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suo valore in una delle due date equazioni, avrassi in fine 
il valore dell’ altra incognita y, e così risolute le due equa- 
zioni . Ecco un’ applicazione : date le due equazioni 

(O * a d-J ' 3 — * = 3g 
(a*) * a —y 2 -f 2 * = 3y 

Sommandole svanirà V y, ed avrassi 2 tf a -f-* = 78 ; dun- 



que x* -J- — = 3g : c compiendo il quadrato si avrà 



6a5 

16" 



* 2 +T+76= 3 9+f 6 : 
dunque ,^-l-±Y 6 4 = + r- 2 r=- = 

n A f lò — A A A 



Ma si Lag ' 3 — 3g — af 2 +x; dunque sostituendo il trovato 
valore di x avrassi y 2 = 9 , ed y — 5, e così trovati i due 
valori di x , ed y . 

§ g. Non restaci ora , che applicare la teoria delle equa- 
zioni alla soluzione dei problemi di primo e secondo grado. 

Il problema non è che la ricerca , che fassi di un 
oggetto conoscendone degli altri ; desso dunque nella di 
lui enunciazione dee contenere delle quantità note, me- 
diante le quali puo&si conoscere l’incognita, ed il loro pa- 
ragone costituisce l’equazione. 

Mettere dunque in equazione un problema altro non 
significa , che di porlo in modo , che abbiasi un certo rap- 
porto , tra le quantità date , e l’ incognita che cercasi ; loc- 
chè ottiensi con adequatamele esprimere le condizioni del 
problema . 
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Questa operazione non ammette regola alcuna, ma 
dipende dalla sagacitk, ed esercizio del calcolatore. Mesco 
in equazione il problema, le regole gik da noi sviluppate 
ci condurranno alla soluzione . 

PROBLEMA 1° 

Si domanda ad un generale a quanto ascende il 
di lui esercito . Risponde : dalla terza parte del mio 
esercito , togliendovi la quinta parte, non mi riman r 
gono che 4000 soldati , Si cerca il numero totale com- 
ponente il di lui esercito , 

Sia * il numero cercalo per la condizione del problema, 
avrassi dunque 

xx, 5 * — 5 * , 2* 

— — — = 4000 , perciò — ss 4000 ss — = 

db i 5 it> 

dunque ax ss l 5 (4000) ss 60000 , perciò x ss 5 oooo : per 

conseguenza 1 ’ esercito del generale è composto di 5 oooo 

soldati . , 

problema a* 

Alessandro fino al terzo della di lui vita fu sotto 
la sorveglianza di Aristotile ; in ur\ altro terzo assi- 
stette suo padre Filippo fino alla battaglia di Chero- 
nea ; nel quarto della sua vita meno un anno dis- 
fece Dario e divenne re di Persia, ed ivi dopo tre 
anni morì . Si vuol sapere quanto visse . 

Sia x la vita di Alessandro che cercasi , avrassi alloca 
la seguente equazione 
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ni 



x . x . x—i . rr . 8x4-3* — 3 . 

— -f __-f 3 = *; o sia — X — 1-3=*, 

od 4 la 

o sia *=36 — 3=33, vita di Alessandro. 

PROBLEMA 3° 

'Una corona d[oro e di argento di un volume di /2 
pollici , pesa 100 once ; cercasi il peso rispettivo dell’oro 
e dell argento , supponendosi che un pollice cubo di 
oro pesa once /a-f- — - , ed un pollice cubo di argento 
^ 8 

pesa once o-| . 

9 

La proposta conterrà due incognite , e perciò due 
equazioni . 

Sia x il volume de’ pollici cubi di oro , ed y quello 
dell’ argento. Per la prima condizione avrassi *-^=12, 
e per la seconda -\-y (6-f* iL) = ioo; dunque 

( 1. 3* $ 3) eliminando là x avrassi 



*=12 — y , X: 



ÌOO 



—y 



(6 + f) 



(13+7O ia +7 
3oo 



3oo 

~W 



.186 y 

‘"34^ 5 



., . , 3 oo i86y , 

perciò si avrà 12 — y — -77— — — _ ■ — ; dunque 

Do 342 

342 y — i 86 y 5 oo 166 i 56 v 

542 — ~W ~ "34a~ 

53352 

perciò y— =9 , e per l’equazione * = 12 — y 

r 0020 

sarà * = 5, cioè è risoluto il problema. 
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PROBLEMA 4° 

U esercito di Pompeo , e quello di Cesare non erano 
che alla disianza di 100 miglia . Tutti e due si met- 
tono nel medesimo tempo in moto per incontrarsi , e 
battagliarsi ; ma il primo percorre, in ogni ora due 
miglia , ed il secondo cinque : quanti miglia dee per- 
correre il primo, e quanti il secondo per giugnere al 
comune luogo , impiegando l istesso tempo ? 

Sia x il numero delle miglia percorsi dal primo, y quelli 

trascorsi dal secondo quando s’ incontreranno . In tal caso 

, la distanza tra i loro punti di partenza sarà espressa per 

x-\-y, dunque per condizione avrassi x-f'.J'— 10 °- Innolire 

il tempo impiegato dall’ esercito di Pompeo ci sarà espresso 

per I* incognito spazio x diviso per il numero delle miglia 

trascorsi in ciascuna ora , ed egualmente quello impiegato 

da Osare ; ma il tempo esser dee lo stesso in ambedue , 

2 y 

pereto x= -jr- , e 



• x y 

dunque per condizione avrassi — • = -g-, 



per la prima x=ioo—y, perciò ( 1 . 3 * $ 5 ) eliminando x 

. ay . 5oo , , 5 v 

avrassi f- — ioo+y=o, o sia y— =(71+—), 

D 7 7 

j , t'*y\ jooo o 1 20 • 1 

dunque sarax=^— J =20+ cioè per arrivare 



al luogo del combattimento dovette Cesare nel tempo istesso 
marciare - 71 miglia, e tre settimi, e Pompeo nel medesimo 
tempo 28 miglia, e venti trentacinqucsimi . 
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PROBLEMA 5° 

Un generale dopo una battaglia perduta domanda 
ad un suo colonnello quanti soldati sonosi perduti nel 
di lui reggimento. Il colonnello risponde: se moltipli- 
cherete il numero de’ soldati uccisi per se stesso , ed 
indi vi toglierete questo numero medesimo , voi avrete go. 
Si domanda il numero de’ soldati uccisi. 

Sia x il cercato, sarà *x*=# a il prodotto per se 
stesso ; dunque per condizione avrassi una equazione di 
secondò grado espressa per* 3 — r=go. Or risolvendola. 
( 1 . 3 ‘ § 6 ) otterrassi , compiendo il quadralo 
a ,i ,1 36 i 

X _X+-= 9 0 +T =_ 

perciò * — — = ifc 'V^~~-= =s — > *= — + — =10, per- 

r 2 T 4 a a a r 

eiò furono io i soldati uccisi.. 

PROBLEMA 6°' 

Si domanda ad un vecchio la di lui età . Risponde : 
se da essa , presa i 6 t volte , vi sottrarrete il prodotto 
per se stessa ■, voi avrete un periodo di 6 ap 8 anni ; a 
quanto ascende la di lui età ? 

Chiamandola * per condizione avrassi 161* — * 3 =6298,. 
perciò x a — 161*= — 6298, onde 

x’_,6 



ossia 



161 , V72Q 

*= h v ' * 

a 3 

negativo . 



94; o pure * = 67, preso il segno 
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PROBLEMA 7 0 

Trovar due numeri tali , che dalla somma de* loro 
quadrati sottratto il primo ci dà. 3g, e alla differenza 
poi di questi unendovi il doppio del primo diaci egual- 
mente 3g. 

Chiamiamo x il primo numero, ed y il secondo per 
la (i a ) condizione avrassi (1*) (x 2 -\-y 2 — r=5g), e per la 
seconda condizione si avrà (a’) (a ? 2 — y 2 Or eli- 

minando y con sommare, cd indi riducendo codeste equa- 
zioni si avrà ar 2 -f* 2 — x-}-3x=78; o sia 3x 2 -j-a?=78: 

X 

perciò x 2 H = 3g; e formando il quadrato sarà 



a ' 16 

fatta 1’ estrazione si avrà 



*+^-=±V-^=±^- 5 =±^ 



25—1 % . o 

dunque sarà X— — - — =6. Ma si hay* = 3§ -f x — x 2 ? 
dunque sostituendo il trovato valore di x avrassi 

• f 

y 2 =5g4-6 — 36=45 — 36=g 
dunque y=5. Perciò i numeri cercati saranno 6, c 3. 

PROBLEMA 8 ° 

Il fanciullo Pico della Mirandola essendo stato in- 
terrogato sulla di lui età , rispose: se voi la moltipli- 
cherete tre volte per se stessa , e ne prenderete il quarto , 
unendovi poi il quatruplo del prodotto per se medesima 

• ! i • * y y 

avrete un periodo di 468 anni / cercasi la di lui età. 
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Sia questa x avrassi allora |-4 x 2 = 468 , ossia 

4 



x^ -f 1 6* 3 =1872. Sarà questa un’equazione di quarto grado 
derivata dal secondo. Perciò ( 1 - 5*5 7) & rass i * a =JK> 
onde x** —y* j dunque > y 2 -{- \fìy = i% r ;'i , e com- 
piendo il quadrato, ed estraendo la radice aerassi 



y=- — 8 -fV iq 56 — 44 — 8=36 

Ma essendo x 2 =y, sarà x=J/ r y=y r "òQ^=.Q. Dunque l’età 
richiesta 'sarà di anni sei . 



Delle equazioni indeterminate . 

Jio. Dopo aver parlato delle equazioni determinate faremo 
qualche cenno sulle equazioni indeterminate, e problemi, 
che non eccedono il primo grado , che possono in qualche 
modo per la loro semplicità considerarsi come parte del- 
1 ’ algebra elementare .. 

O . » " 

Abbiasi la generale equazione ax-\-by=. -Sf. Sia pri- 
mieramente «= &=i, avrassi allora x-f y=dM,ed x=zM—y. 
Or supposto ad y un valore otterrassi subito quello di x, 
ma i valori di y potranno essere un numero infinito , dun- 
que infinita potrà essere la serie de’ valori di x . Ma se sup- 
portassi per condizione di dovere essere y y ed x quantità, 
intere e positive, allora la serie de’ valori possibili di y 
prenderà una forma finita, determinata dalle sole unità 
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componenti M. Difatti sia M= io* si avrà *=10 —y. Or 
supposto * cd y positivi , ed interi , e non dovendo essere 
x=o , y non potrà essere maggiore di g, dunque avrassi 
la seguente tavola de’ valori di x , corrispondenti agli as- 
segnati valori di y , cioè : 

? = 9 x==1 

y — 8 * = 2 

y—i 

y=6 * = 4 r 

y = 5 *t=5 

Ma egualmente per 1’ equazione istessa y=io — * , sup- 
posto *=i=a==3=4=5 , si avrà 
J^=9= 8 =7= 6 = 5 

dunque la proposta equazione potrassi risolvere in sole cin- 
que maniere , allorché si vuole limitare a’ valori interi e 
positivi delle due incognite. 

Ed in generale nella equazione x-\-by=C ; e quindi 
in *=C — by dovendo essere * intero e positivo, non 
potransi prendere per y che i numeri interi e positivi, tali 
che moltiplicato per é, ne sia il prodotto by minore di 
,C r supposto C>é. 

Dunque dal premesso ragionamento ricavasi che 
V equazione ax-j-l>y=M sarà sempre risolubile allor- 
ché uno de’ coefficienti a, ovvero h, o tutti e due sa- 
ranno eguali all ’ unità . 

Ma se però nessuno de’ coefficienti sarà eguale all’ unità , 
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c che ciascuno sia maggiore di questa ; in tal caso bisognerà 
con metodi analitici ridurre uno di essi eguale all’ unità 
per così aver luogo la precedente soluzione . 

5 li. Avendosi l’equazione ax-\-by=.M, primieramente 
riflettcrassi , che per essere * ed y de’ numeri interi è 
necessario, che i due coefficienti a, b, non abbiano alcun 
fattore comune senza averlo nel tempo istesso il terzo m ; 
difatti se si avesse a=lm, b=ln, ne risulterebbe 

JU 

lmx-\-lny=M , e perciò mx-\-ny— — 



M 

dunque per essere x ed y interi dovrà pure esserlo __ , 

e perciò l fattore di M ; e per conseguenza dividendo per 

codesto comune fattore a, b, gli stessi ridurransi a numeri 

primi tra loro. Ripresa ora l’equazione ax-\-by—M , in 

cui si ha b > a , àvrassi x — y . Or se b sarà 

a a 

perfettamente divisibile per a , lo sarà pure M , dunque 

— , ed — , saranno delle quantità intere, e supposti m } 
a a 

ed M de’ quozienti di —, e di — la data equazione tra- 
• ® " 

sformcrassi in x-\-my=M', e perciò (x=M'—my), equa- 
zione che rientra nel caso del $ prec 

Ma se non sarà m un quoziente esatto di — , supposto 

perciò un residuo r, avrassi — =/n-f- — , o sia b=ma-\-r, 
r a a 

ed r sarà minore di a . Perciò sostituendo tal valore nella 
data equazione avrassi 
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aar-}-(/na+ / ') y—^t ossia a {x-\-my)-\-ry—M 
Ma x-\-my sari ua intero, perciò Tarassi x-\-my=.t ì dun- 
que si avrà al-\-ry=JM. 

Or se sarà r=i il problema sarebbe risoluto ; dappoiché 

si avrebbe x-\~my=t , ed y-j-a t=M, perciò (x=it — my), 

» 

ed (y=:M — al), ed avrebbe luogo perciò la soluzione 
del §. prec. 

Ma se sarà r>i , essendo péro minore di a, potrà a 
dividersi per r ; se sarà a perfettamente divisibile per r, 
dovrà esserlo anche M ( § prec, ) , e perciò avrassi 

a M ’ " i 

-=m', ed =AP 

r r 

denotandoci m\ ed M de’ numeri interi, sarà a ~ m'r, 
ed M=M'r, e l’ equazione at+ry=JH ) trasformerassi in 
m'rt-\-ry=.M'r , o sia in m' t-\-y—M' , e perciò sarebbe 
risolubile per il § prec. dando a t de’ successivi valori . 

Ma se non sarà m un quoziente esatto di —, allo- 
ra avrassi un residuo r' , e perciò — =/n'4- — , ossia 

r , r 

a=m'r-\ r r f . Or sostituendo questo valore di a «eli’ equa- 

zione ry-\-atz=M, avrassi ry -(- m'rt-\-rt — M ; ovvero 
r (y-\-m't) t=M, 

Ma essendo j*-, m', t degl’ interi, Io sarà y-\-m’t, dun- 
que forassi y-\-m' t—u, e perciò avrassi (yu-\-r' tx=M) j 
dunque avransi le seguenti equazioni 

(*+ w lK=0> 



Digitized by Google 



LEZIONE TERZA. 119 



nelle quali supposto r—i , si avranno 

(x=t—my) , (y=u~m't), ( t=M—ru ) 
e prendendo per u un numero intero dedurraosi i valori 
di t, y,x in numeri interi . 

Ma se sarà /> 1 bisognerà operare sulla ultima equa- 
zione , come sulle precedenti; or essendo 

r'<r potrassi dividere r per r% se sarà r perfettamente 
divisibile per dovrà esserlo anche M , ed avrassi 



r M 

7 = m , ed —=nr 



allora l’equazione ossia r ^-=~ )*■ 



verrà (t-\-m"u —M ) , e perciò sarebbe risolubile per il 
$ prcc. , dando ad u de’ successivi valori . Ma se non 

T 4 

sarà m" un quoziente esalto di —7 avrassi un residuo r", 
r /' 

e perciò — — ossia , e sostituen- 

r r 

, 1 J *. 

do questo valore nella equazione r't-\-ru—M , avrassi 

r't-{-u (rri'r-\-r"y=M, e perciò r'(*-f «r''==.#f. Ma 

.■ ’) • ■» 

essendo t,u, m" interi, lo sarà pure c perciò fa- 

cendosi t-\-um"—V , avrassi (r' 7 -\-ur"—M ) , e nel caso 

. • . , ...1 . ». . ... 

di r — 1 si avranno 

(x—t — my ) , (yzrM—m't ) , ( t=.V—um ! > ) , ( uzxzM—r'F ) 
valori , i quali saranno sempre interi , se Io sarà V. 

Ecce una tavola dell’ equazioni corrispondenti a’ diffe- 
renti residui , che potrà prolungarsi a piacere ; chiamando 
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r , r , r" ec. il primo , il secondo , il terzo residuo , e cosi 
di seguito. 

i Tavola per la risoluzione delle equazioni 
indeterminate di i° grado. 

r=±i (4) 

r> 1 , r'= o (2?) 

✓=±i (C) 

r'>i,/'=o ( E) 

r"=±i (F) 

% 

ec. ec. 

jSì risolve dunque un ’ equazione indeterminata di 
*• grado , primieramente con dividere il coefficiente di 
una incognita per il coefficiente dell * altra ; nel caso 
poi che avrassi un residuo, sostituerassi il dedotto va- 
lore del dividendo nella data equazione , quale nella 
ipotesi del residuo = f ci darà la cercata soluzione . 
Se poi sarà il residuo > t dividerassi il primo divisore 



tx=t-my 1 
\y—M — at ) 

(m't+y=M'ì 

! x=t—my \ 
y=u-m't \ . 

±t=zM—ru ) 

! x=t — my \ 
y—u — m't l 
t+m"u=M') 

( *=t—my \ 

1 y=u — m't I 
) ù=F~um" ì 

l±u=M-/r) 

ec. 



Digilized by Google 




LEZIONE TERZA 121 

per il trovato, residuo , e sostituendo nella data equa- 
zione il valore del dividendo , supposto un quoziente 
esalto , avrassi la soluzione. Se poi si avrà un resi- 
duo dividerassi il primo residuo per t ultimo trovalo , 
e facendo gli stessi ragionamenti e sostituzioni , si ot- 
terrà in fine una equazione > in cui sarà il residuo o 
nullo o eguale alt unità , e per conseguenza si otterrà 
la chiesta risoluzione . 

Da luuociò che precede scorgesi, che il metodo di ri- 
solvere le equazioni indeterminate di t° grado poggia su 
quello di ritrovare il massimo comune divisore , metodo già’ 
da noi preceden temente sviluppato. 

§ za. Passiamo ora ad applicare codesta generale dedotta 
teoria alla soluzione di. alcuni problemi .. 

PROBLEMA X * 

Un giuocatore dice ad un suo compagno : la mia 
vincita presa sei volte y e la tua otto volte , formano 
la somma di onze suo. Si cerca il guadagno di ogni uno . 

Sia x quella del primo, y quella del secondo, avrassi 
6x+8y~aao. Comparando questa equazione colla formola ge- 
nerale (J prec ), sarà 0=6, b— 8, m—i, r=z 2, m'= 3 , 220. 

Perciò riandando al $ preccd. ( formola B ) avrassi 

m't-\-y— — ~M', o sia nel nostro caso 3 <-j-y== 220 =110, 
r a 

dunque (^=110— 3 *)j or per essere y positivo bisognerà 

•HO , ‘ * 

che sia lio> 3 f, e perciò—— >/. Ma A. ha x=t — rny, 

'7 
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c nel nostro caso x—t—ytsxt — (uo— 5 <Jss 4 < — no. Dun- 
que dovrà essere /> -Ì 12 , quindi t dovrà essere maggiore 

* • 4 . 

di 27 , e minore di 56 ; e perciò si avranno 8 Soluzioni. 

Così fatto p. e. / = 3 o, avrassi (j' = 1 1 0 — go = 20) 
ed (* = 3 o — 205= 10). 

PROBLEMA 2° 

Ritrovar due numeri, che moltiplicato il primo per 5 , 
ed il secondo per a4 , la loro somma sia di toc). 

Sia x il primo, ed y il secondo, avrassi 5 x+ 24^=1 og, 
dunque nel nostro caso sarà o= 5 , £=24, Afcrfog, m= 4, 
r=4> m'=x 1, ed /=i ; perciò riandando al $ prec. 
(formola C) avrassi (*=/ — 4 y)i (y=#— -/)> (fcriog— 4 «)> 
perciò (yr= 5 u— log), c sostituendo in* il valóre di y, e 

t 1 • t 

di t, si avrà (*= 545 — 24«), dunque per ot tènere y ed x 
positivi dovrà essere «> , ed u < — perciò esser 

deve u— 22 , per cui avrassi y= 1 , ed *=17; dunque i 

" . ‘ • • • , t , \ v 

numeri cercati saranno 1 e 17; difatti (85+24=109). 

; . • » t , • • % .. x 

In questo problema non avvi che una sola soluzione, esclu- 
dendo i numeri frazionar» e negativi. 

PROBLEMA 5* 

>.v. . 

Cercasi il valore di due numeri tali , che se a due 
terzi del primo unirassi il secondo avrassi 140. 

> . ! ■ _ 2^ 

Chiamando * il primo, edjK il secondo si avrà — +^=140 

. • v 

ossia 2*+5 j= 420 ; sarà dunque $ prec. a = 2 , h — 3 , 

- \ ' 1 1 1 i J 

A/=420, m=i, r=i. Or riandando al § prcc. ( formola A) 
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massi ( < y=4ao — a*), (*= 3 / — 420); dunque dovendo essere 

y ed * positivi si avrà 420>a*, ossia aio>f, e per ia 

seconda /> --JL , 0 sia *> 140 ; dunque i limiti de’ valori 
3 

possibili della indeterminata t saranno 141,209, perciò si 
potranno assegnare a t 68 differenti valori , e per conse- 
guenza avrassi un egual numero di soluzioni. 



Difatli supposto *=141, si avrà 


Il II 


i 58 

3 


supposto <=142, si avrà 


Il II 


i 36 

6 


supposto <=145, si avrà 


11 u 


i 34 

9 


e così ec. ec. 






Finalmente supposto <= 209 sarà 


11 11 
* 


2 

207 



valori che sodisfano le condizioni del proposto problema. 
PROBLEMA 4* 

Se dalla quinta parte de* miei bori scemerowi la 
quarta, parte delle mie -yucche , me ne rimarranno tre ; 

si aerea il numero de* bovi , e delle vacche. 

■\ > •„ ■ . < •• , 

» Sia x il numero de’ bovi , y quello delle vacche, 
x v 

avrassi — — — — 3 , perciò 4x — 5 y = 60. Sarà ^dunque 

' .'T 1 • 1 o . • 1 : • 1 .1 1 

c=4 j à=x — 5 , Af=6o, m=z — 1 , r= — 1 . 

n . >■■ -i 

Or riandando al § prec. ( forinola A ) , avrassi x—y=:t t 
e per l’ equazione ( ai -f ry = M ) , 4 * — y = 60 , ossia 
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(y =±= 4 * — 60), perciò l> i 5 ; ed èssendo aK=/+>') «®rii 

(xs=s 5 l — 6ó); perciò />ia. . 

Dunque incominciando dal 16, t potrò avere infiniti 
valori interi c positivi , e per conseguenza dal limite <=l 5 , 
infinite saranno le soluzioni del proposto problema . 



Difatii sia fc=tG, avratei ^ — - 20 ) c ^ — 3 



, . g 

sia /— 17, sarò { x Z 35 } e 5 ~ 3 = 3 

sia <=18, sarò ^ e 6 — 3—3 

in fine sia <=100 sarà § ^ ì c 88 — 85 =5 

t x — 440 3 

c così all’ infinito . 

§ i 3 . Pria di dar fiue a questa lezione crediamo cosa 

utile il dar qualche idea delle cosiddette quantità infinite 

ed irfinilesime sì usitatc dagli antichi geometri , e mostrarne 

il loro vero e reale significato. 

Abbiasi la frazione , supposte o, m, 3 , quantità 
m b 

intere : queste aumentando ( 1. i* $ 3 ) a proporzione della 

menomanza del di lei denominatore , sarò -fi— < — - — - 

m b ( m-ijb 

e per l’ istcssa ragione si avranno le seguenti inequazioni 



- - J 

a 



a a a a a . a 

(jn- ì)b (/ ti - 2 ) 3 ’ (m-i)b (m- 3 ) 6 5 (/n- 3 ) b (m-tyb 

■ -u i . ,'l .. 



ec. 
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ed 



a 



< a . , e perdo > di 

(/n-m-J-a) 5 (m-m-j-ijò 6 /nò 



di 



(m-i) 6 



di 



...di 



« 



a 



(//!-/»+ 1) 5 



(/n-a) o (to-/7j-|- 2) ó 

fi ^ è minore di 



ma 



a 

o 



(m-m) £ 

Dunque il massimo valore della proposta frazione sarà 
quello in cui più non esisterà un divisore qualunque, ma 
allora non sarà più una quantità die ha sempre per divi- 
sore l’ unità , bisogna dunque , che dessa nel di lei au- 
mento possa sempre avvicinarsi ad — , senza mai poterlo 

** > 

arrivare , sarà perdo — il limite della quantità — - . 

o m b 

Or codesto limite si è contrassegnato dagli antichi geometri 
col nome d’ infinito , dappoiché infinita può esser la serie 
de’ numeri , costituenti la differenza tra la quantità , ed il 
di lei limite. 

L’ infinito dunque altro non è , che il limile a cui 
nel crescere una data grandezza va accostandosi , in 
modo che la differenza , sia minore di qualunque data 
grandezza , senza mai però divenirle eguale . 

Or si è marcato codesto infinito , o limite colla carat- 
teristica oo, in modo che avrassi— =oo. Abbiasi ora la 

o 

frazione , , per quanto si è detto ( 1. 1 * $ 5 ) sarà 



v 
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. (m-i)a (m-a)a . a . .. a 

> J_J->L T i_ > i “* T i 

(m-m+-i)a (m-m) a f o ^ .. 

— v ~ > ~ A dunque 11 ml " 



nimo valore della frazione sarà quello in cui sarà a = o, 
ed m a allora non sarà più una quantità, quale ha sempre 
per suo coefficiente l’ unità ; dunque bisogna che dessa nel 
di lei decremento possa sempre avvicinarsi a zero , senza 
mai poterlo arrivare. Dunque sarà zero il limite della di- 
minuzione della indeterminata quantità — — . Or questo li- 
mite, che è il segno cui può arrivare la diminuzione di una 
quantità senza mai poterlo eguagliare, chiamossi dagli an- 
tichi geometri infinitesimo. .1 . . 

L 1 infinitesimo dunque non è , che il limite cui una 
quantità decrescendo , tende sempre ad avvicinarsi senza 
mai poterlo arrivare . 

Cosi potrassi chiamare l’ infinito il limite in più “ OQ, 
l’infinitesimo il limite in meno. — O. 

IN • *' ' — . . 

Or dunque dalla equazione 00 — — deducesi : 

1.® Che una quantità finita divisa per il suo infini- 
tesimo eguaglierà il di lei infinito . 

a,® Essendo ”“° ricadasi: Che una quantità finita 
divisa per il suo infinito , sarà eguale al di lei infi- 
nitesimo . 



5 .® Essendo 



00 ' 1 

— = — = 00, deducesi ; Che il quoziente 
a o • 2 
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delV infinito per la quantità finita , sarà eguale all’in- 
finito stesso. 

4° Essendo — = _L = o, ricavasi: Che P infinitesimo 

di una quantità diviso pét la quantità istessa , espri- 
merà V infinitesimo istessa. 

5. ° Essendo ox cà=a, dedueesi: Che il prodotto dello 
infinito per l infinitesimo , darà la quantità citi Codesti 
limiti apparterranno . 

6. ° Essendo ótfc =£;£o=5, dedueesi: Che ag- 
giunto o tolto alla quantità finita il suo infinitesimo , 

, , , . .. > 
essa non crescerà ne scemerà . 

Del pari essendo oo ;±j a == co . co = oc (i -f o)= co 

ne segue : Che aggiunta , o fotta all ' infinito la quantità 

finita , esso non aumenterà, nè diminuerà . Inoltre cs- 

i o. oo a . a.oo 

senno o. oo =a perciò = — o sia o . oo = = — : 

o o o o v 

< , o 

ma o X oo = a , dunque sara — = a , cioè : Lo zero di- 
viso per zero esprimerà una quantità finita indeter- 
minata . Egualmente essendo — = — , perciò 

— = = — = 1 , dedueesi : Che il limite in più 

diviso per se stesso avrà un quoziente finito . Final- 
mente abbiasi co 72 ^ co' 71 , e sia n — m-\-k, perciò 
n>/7»; sarà allora co 77i '^' t + oo 77I = co 7 ”(oo Ma 



Digitized by Google 




3 28 ALGEBRA ELEMENTARE 

oo * +1= oo*, dunque oo 771- *"*-^ oo OT = oo* X oo w =: oo m+ *^ ? 
e perciò oo n -f- oo m — oo 71 . 

C/oé il limite, o P infinito elevato ad una potenza 
inferiore svanirà a fronte di quello innalzato ad una 



potenza superiore nelle quantità intere. 

Se però nella medesima ipotesi di n=m-\-k avrassi 




cao, dunque avrassi 

oc* oo 771 






Cioè nelle quantità frazionarie l’infinito elevato nel 
denominatore ad una potenza superiore svanì/ à a fronte 
di quello denominatore infinito innalzato ad una po- 
tenza inferiore , 
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(De’ tappetti , àefte pcjjotaiowi e ^to^te^LonL , 
e £e’ (o^aùtiut , 

J 1. Due o più quantità possono tra loro essere eguali 
o disuguali . Nel primo caso si avranno delle equazioni , delle 
quali abbiamo a sufficienza ragionato; nel secondo avransi 
de’ rapporti , su de’ quali fa di mestieri ragionare. 

Sia perciò a>ò, ed ambedue delle quantità intere; desse 
potranno tra loro paragonarsi , o dividendo a per b , ed in 
questo caso sarà b un divisore di a , o pure sottraendo b da 
a ; nel primo caso avrassi un quoziente , nel secondo una 
differenza . Or codesto quoziente che c’ indica il resultalo 
del paragone tra la prima e seconda quantità appellasi 
ragione o rapporto a quoziente , ed impropriamente geo- 
metrico ; nel secondo caso della sottrazione, la loro diffe- 
renza nomasi ragione o rapporto a differenza , ed im- 
propriamente aritmetico. Non essendo dunque il rapporto, 
che un paragone che fossi di due quantità , o sottraendolo 
o dividendole, ne segue, che ogni rapporto suppone la 
coesistenza di due quantità ; or la prima appellasi antece- 
dente y la seconda conseguente ; se dunque chiameremo ù 
la differenza tra l’ antecedente a, ed il conseguente b, sarà 
ù = a — b il rapporto a differenza , e contrassegnando 

18 

t 
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per q il loro quoziente sarà q=. ^ il loro rapporto a 

quoziente . 

$ 2 . L’eguaglianza di due rapporti , o a quoziente, o a 
differenza costituisce una proporzione , che nel primo caso 
appellasi equiquoziente o geometrica , nel secondo equi- 
differente o aritmetica : da luttociò deducesi , che ogni 
proporzione contener dee due antecedenti , e due conse- 
guenti . Or si dividono l’ uno dall’ altro i due componenti 
rapporti , nelle equidifferenti col segno , e nelle equi- 
quozienii col segno : : così a ,b.\ c . d indica una pro- 
porzione equidifferente, ed a: bile: d una equiquoziente. 

Dalla premessa nozione delle due proporzioni si deduce, 
che nella equidifferente se avrassi a.b.\c. d , e c .d/.m.n, 
si avrà a .b c . d e nella equiquoziente se sarà 

a-.by.cid, e c’.d'.'.m :n, si avrà pure a:bllc:d::m:n; 
dappoiché nella prima la differenza è costante, nella se- 
conda lo sarà il quoziente. 

Data l’ idea delle equidifferenti , ed equiquozienti , 
esaminiamo la prima , per indi passare alla seconda . 

$ 3. Siano le quattro quantità a .b.-.c .d in una pro- 
porzione equidifferente , allora (<$ prec.) avrassi a — b=c — d, 
perciò ( 1. 5" a) a-\-d == b-\~c . 

Dunque in una proporzione equidifferente sarà la 
somma de * termini medi eguale a quella degli estremi. 

Dalla equazione poi a+d—b-^-c dedueendosi a—b=c — d, 
si ricavano due eguali rapporti a differenza, e perciò una 
proporzione equidifferente . 
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Dunque una equazione può trasformarsi in una 
equidifferente proporzione . 

Sia ora incognita una delle quattro quantità a per esem- 
pio, avrassi allora, dalla proporzione a.b ,-.c.d, — d: 

Cioè in una proporzione equidifferente la somma dei 
due medi termini , o de* due estremi meno uno estremo o 
un medio ci darti il valore di un estremo , o di un medio. 
Dalla suddetta equazione a-\-d=.b-]~c potrà ritornarsi 
alla proporzione a . b c . d dalla quale fu dedotta , ma 

l>en anche alle proporzioni a ,c b ,d , b . a d . c; nella 
* . » , 
prima comparasi il primo antecedente con il suo conse- 
guente, ed il secondo col suo, in tale stato dirassi essere 
la proporzione diretta ; nella seconda il paragone fassi tra 
gli antecedenti ed i conseguenti, in tal caso la proporzione 
appellasi permutata ; per la terza si La il rapporto tra il 
conseguente e l’antecedente della prima ragione, con il con- 
seguente cd antecedente della seconda j allora la propor- 
zione chiamasi conversa . Da tultociò ricavasi : 

Che se quattro termini saranno direttamente proporzio~ 
nuli, lo saranno pure per mu latamente, e conversamente. 

Finalmente se l’ antecedente della prima ragione starà al 
suo conscguente, come il conseguente della seconda al di 

i i 

lei antecedente, allora la proporzione sarà inversa , la quale 
non presentando la medesima equazione della diretta , non 

; t 

potrà dirsi , che se quattro quantità saranno direttamente 
proporzionali lo saranno pure inversamente . 
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Se ora in una proporzione equidifferente, il conseguente 
delia prima ragione sarà antecedente della seconda, si avrà 
allora a.b.'.b.c, cd avrassi a-\-c=zb-Jfb=s^b 1 e perciò 

b=z - ; codesto termine antecedente, e conseguente nel 



tempo istesso, appellasi medio proporzionale equidifferente ; 
e la proporzione continua . 

Perciò in una proporzione continua equidifferente 
il medio proporzionale sarà eguale alla semisomma del 
primo e del terzo termine proporzionale . 

Ripresa la proporzione a.b.'.c.d, sarà a-\-d=ib-\-c , 
dunque m(a-\-d)=zm(b-\-c), o sia ma-{-mcb=zmb-\-mc; 

• l • 

perciò ma — mbz=mc — rnd, dunque m a . mb.\ me . rn d; 

per la ragione istessa se dividerassi per m , si avrà pure 

a b c d . . , 

— — — • — , dunque in generale : 

ni ni m rn 

Moltiplicando o dividendo tutti i termini di una 
proporzione equidifferente per una quantità istessa , la 
proporzione avrà sempre luogo . 

$4. Sviluppate le proprietà delle proporzioni equidif- 
ferenti , passiamo a quelle equiquozienti . Abbiasi a:b‘.'.c:d, 

d Q 

sarà dunque ( 1. 4* 2) ^- = — , dunque ad=zbc y perciò: 

In ogni proporzione equiquoziente il prodotto de ’ ter- 
mini estremi è sempre eguale a quello de’ medi. 

Se da adz=bc ricavasi — = — ; e perciò due eguali 
quozienti, se ne deduce: 
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Che da ogni* equazione può ricavarsene una pio- 
porzione . 

La proporzione a: b'.'.c: d, e per conseguenza l’equa- 

òc 

zione a d=bc , supposta d un’ incognita ci dark </= — cioè: 
In una proporzione equìquoziente , dati tre termini , 
conoscerassi il quarto. 

Di più siccome nella proporzione a:b’.’.c:d, qualun- 
que sia la posizione de’ due medi , o de’ due estremi , avrk 
sempre luogo 1* equazione a d=bc , ricavasene, che nella 
proporzione equiquoziente , come nella equidifferente, se 
avrk luogo la diretta , avrallo eziandio la permutata , e la 
conversa . 

Sia ora in un caso particolare b—c , sark allora b 3 —ad, 
e fattane una proporzione, avrassi a : b’.’.b : d , in cui il 
conseguente della prima ragione , essendo antecedente della 
seconda, sark un medio proporzionale , e la proporzione 
continua ; essendo i 2 = ad , sark b — J/~ ad , cioè : 

Il medio proporzionale equiquoziente sarà eguale 
alla radice del prodotto del primo e terzo proporzionale. 

Ripresa la proporzione a: b'.’.c :d avrassi , 

; ma me . 

perdo z=z-—j-, dunque ma : mb’.’.mc : md ; per In 

ragione istessa avrassi — : — —:JL ; ed essendo pure 
m m m m 

ma c ab, ...c. 

— ; = — , sara ma :mb::c:d. o pure c : a . 

mbd * r m m 
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Dunque moltiplicando o dividendo tutti i termini 
di una proporzione equiquoziente , o pure uno de’ due 
rapporti , per la stessa quantità aerassi sempre una 
proporzione . 

r-j I , t a c ma a 

Essendo a : olle : d, sara — r- = — , ma — - — - - , 

b d mb b 

.nc c ma nc , , 

ed — r= — , dunque — , = — osia ma: mb line : nd\ 
nd d mb nd 

i • • . a b c d 

per la ragione istessa si avrà — : — : : — : — . 

* ° m m n n 



Cioè moltiplicando , o dividendo il primo rapporto 
per una quantità, ed il secondo per un’ altra , la pro- 
porzione avrà sempre luogo . 

Esscudo a: b'.'.c : d, ed a : by.m : n, perciò 
a : by.c : dy.mm avrassi i° a + c-\-m:b-\-d-jrn'.’.a:b: 
a 0 c -^m : d -jrn'.'.a : b . Dappoiché per la 1 * avrassi ( per 
essere ad — bc , anz=zbm)ab-\-bc-\~bm=zab-\-ad~\-an ; 
e per la ( 2 *) (per essere bc = adj brn = a n) , si avrà 
bc^ffjm —ad-^an, dunque : 

Se quattro quantità o più saranno in proporzione 
equiquoziente , la somma o la differenza degli antece- 
denti , o porzione di loro, starà alla somma o diffe- 
renza de’ ■conseguenti , o porzione di essi , come un an- 
tecedente al suo conseguente. 

Abbiansi le due proporzioni a: by.c : d, ed m:n’.‘.p:q, 
dunque ad=bc, ed mqz=np; perciò admq—bncp , 
dunque am : bn’.'.cp: dq. 
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Cioè in due proporzioni moltiplicando i termini del- 
V una per quei dell' altra aerassi una proporzione . 
Sia infine a — m>b = n y c=p } d=.q, si avrà 




Dunque se quattro quantità saranno in proporzione , 
lo saranno pure i loro quadrali . 

Passiamo ora a sviluppare la teoria delle progressioni . 

$ 5. In una progressione equidifferente i consecutivi 
termini crescono o diminuiscono con una medesima diffe- 
renza; in quella però equiquoziente crescono o diminui- 
scono collo stesso quoziente ; perciò nella prima la differenza 
è costante) nella seconda sarallo il quoziente. Esaminiamo 
per ora la prima . 

Siano le quantità a, b, c, d, e, f, g, ec. che tra loro dif- 
feriscono egualmente; sia Ò la differenza comune; si vede 
chiaramente, che essendo a>£, £>c, c> d, d><? , ec. la 
serie sarà decrescente ; e sottraendo da b , a, di c , b , da 
d, c,ec. la differenza sarà negativa; sarà poi positiva, q 
la serie crescente nel caso contrario di «<ó, ò<c, ec. 

Dunque una progressione equidifferente sarà cre- 
scente se la differenza sarà positiva tra il conseguente 
e V antecedente , decrescente se sarà negativa. 

Or essendo b — a = sarà 6 = ed essen- 
do c — sarà c = -f- 2 S , essendo , 

e — c = -f- ò, sarà e = + e per la ragione 

istessa sarà f— a -f- 4 fl=- a + 5$ , e così ec. Dunque 
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sostituendo codcsli valori , la proposta progressione potrà 
esprimersi per la serie 

~ a . a ^ $. a ^ 2 $. a ^3$. a a zt 5$, ec. 

Esaminandola vedrassi , che la differenza comune $ man- 
ca nel primo termine a, ed acquista poi di mano in mano 
i coefficienti 1 . 2 . 3 . 4 . 6 . ec. nel secondo , nel terzo , nel 
quarto, nel quinto, nel sesto, cc. dunque nello ennesimo 
termine il primo termine a dovrà essere accresciuto di 
tante volte ^ $, quanti sono i termini, che lo precedono ; 
Ora chiamando n il numero de’ termini, quei antecedenti 
all’ennesimo termine saranno n — 1 j dunque il termine 
ennesimo sarà =o ji(n-i)$, perciò la superiore serie diverrà 
a . 0 - 4 -$ . o-J-2$ . a -4-5$ . q-f~4$. a-4~5$... a-\-(n- 5)$ . a~\~(n— 2 '$ . a-\-(n- j )$ 
Or sommando il primo , e l’ ultimo termine , avrassi 
2oj^n$ — $, e sommando il secondo col penultimo, si 
avrà 2 a -j^ n $ — $ , dunque sarà la prima somma eguale 
alla seconda j sommando il terzo coll’ antipenultimo avrassi 
egualmente $ — $, ed indi facendo le medesime ope- 

razioni , c gli stessi ragionamenti , dedurrassi : 

Che in ogni progressione equidifferente la somma 
degli estremi e di tutti i termini equidistanti dagli 
estremi si eguaglieranno, 

$ 6. Dalia dimostrata proprietà ($5) di essere la somma 
degli estremi eguale a quella de’ medi in una proporzione 
equidifferente, si deduce che in una progressione equidif- 
ferente il primo termine sta al terzo come il doppio del 



4 
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primo , al doppio del secondo , il primo al quarto come il 
triplo del primo, al triplo del secondo, ed in generale il 
primo all’ ultimo ennesimo, come n — i il primo, ad « — 1 
il secondo, cioè — i 

difatti sommando gli estremi, ed indi i medi, avrassi una 
equazione identica, e per conseguenza avrà luogo l’acccn- 



nata proporzione . 

Sia ora n=0, sostituendo avrassi 
vfl.n+ai:. 2«.2 i sia n — 4 , otterrassi 

t a . a + 3 S 3a.3 (n-f-S) , e così di seguito 
Ripresa la serie superiore esprimente una progressione 
equidifferente i a . a+aS . . . . a (« — i)$, si vede 

facilmente, che dato il numero de’ termini , il primo, e 
la differenza , chiamando u il termine cercato avrassi 
u=a-\-(n — 1 ) Sarà questa l’espressione del termine ge- 
nerale di una progressione equidifferente . Sia il termine 
generale « conosciuto, ed ignorisi il primo termine della 
progressione avrassi a=u^P(n — 1)5>. 

Dunque conosciuto il numero de’ termini , l’ ultimo, 
e la differenza, cotioscerassi il primo termine. 

Sia ignota la differenza avrassi $ = — — 

fa ±(»-0 . 

Perciò conosciuto il numero de’ termini , il primo 

e V ultimo otterrassi la differenza . 



Finalmente volendo il numero de’ termini F 




n-j-S — a 

-±T- 



ce lo additerà . 



equazione 

*2 
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$ 7 . Passiamo a ritrovare il termine sommatoria di 
una progressione equidifferente , vale a dire la foratola ge- 
nerale esprimente la somma di tutti i termini componenti 
tal progressione. Chiamiamo 5 il cercato termine somma * 
torio, siccome ($5°) abLiamo dimostrato, che le somme a 
due a due de’ termini equidistanti dagli estremi sono tra 
loro eguali , ne segue , che la somma del primo ed ultimo 
termine ripetuta n volte la sua metà sarà eguale alla cercata 
somma della progressione; perciò ( 1 *) j . 

Dunque conoscendo il primo , V ultimo ed il numero 
de’ termini conoscerassi la loro somma . 

Se in quest’ ultima formola sostituerassi il valore del 
termine generale u, si avrà 

c wfa-fa4-(«-i)^] . , ..Tn r 1 («- 1 ) «A 1 

ò— — — ■ — =- ossia (a ) * J J 

* 

Perciò conoscendo il primo , la differenza , ed il 
numero de’ termini si conoscerà la loro somma . 

Sia (jj prec.) — i)S>, dunque sostituendo tal 

valore nella (i a ) formola avrassi 

s= ^ (5 .j [ fcn 

Finalmente sostituendo nella (i a ) formola il valore di 

«+& — a . . a («+“) — a ) 

n = ($ prec.), avrassi S= — , 
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Dunque delle cinque quantità S , a , u, n, cono- 
sciutene quattro oprassi la quinta. 

Passiamo ora all’ analisi delle progressioni equiquozienti . 
<5 8. Siano le quantità a, b , c, d , e,f ec. tali, che di- 
videndo la seconda per la prima , la terza per la seconda , 
la quarta per la terza, abbiano il medesimo quoziente q; 

in tale ipotesi ($ 5.) la progressione sarà equiquozicntc . Ora 

,6 c d c , 

essendo — = q, — = q, — = q , ec. Sara 
«oc 

b =aq, c = bq—aq 3 , d — cq — aq ^ 
e per la ragione istessa e — aq^,f—aq^ ec. perciò la serie 

potrà rappresentarsi per hi a: aq:aq 2 :aq^:aq^:aq^: ec. 
In questa serie il comune quoziente q manca al primo 
termine «, ed acquista poi di mano in mano gli esponenti 
1 , a , 3 , 4 , ec. nel secondo , nel terzo , nel quarto , nel 
quinto ec. dunque all’ ennesimo termine il quoziente q 
avrà per suo esponente/» — 1 , perciò la serie sarà espressa per 
\\aq° :aq 1 : aq 3 : aq'*: aq**: aq ^... : a q n ~^: ay 7 * -3 : aq n ~ 1 
Or gli esponenti in essa conservano tra loro una costante 
differenza , dunque (§ 5.) gli stessi formeranno una progres- 
sione equidifferente . Perciò deducesi: 

Che se i vari esponenti di una quantità saranno in 
progressione equidifferente, le varie potenze di essa 
formeranno una progressione equiquoziente } ed alla 
inversa . 
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Moltiplicando ora il primo e 1’ ultimo termine avrassi 
aq° Xaq n ~ x = = a* q n ~ l , e poi il secondo col penultimo 

termine si avrà aq 1 Xaq n ~* — a 3 q n ~ Y , dunque sarà il 
primo prodotto eguale al secondo , e moltiplicando poi il 
terzo coH’aniipenuIlimo, avrassi sempre a 3 q n ~ 1 , e cosi ec. 

Dunque in ogni progressione equiquozienle i pro- 
dotti degli estremi , e di tutti gli equidistanti dagli 
estremi si eguaglieranno . 

j$ g. Dalla natura di una progressione equiquozientc si 
ricava, che il primo termine sta al terzo, come il qua- 
drato del primo a quello del secondo, il primo sta al quarto 
come il cubo del primo al cubo del secondo; ed in ge- 
nerale il primo all’ ennesimo termine come la potenza 
n — 1 del primo a quella n — ì del secondo. Difatti sup- 
posta 1’ accennata proporzione avrassi 

a :aq n - l ::a n -' :a n -'q n -' 



e fatto il prodotto degli estremi e dei medi , avrassi 
a n q 11 * 1 =a n q n ~ l , equazione identica, e per conseguenza 
(§ a. ) avrà luogo l’accennata proporzione , sia «= 3, avrassi 
a: aq* : : a 2 : a 2 q 3 , cioè primo : terzo : : il quadrato 
del primo : al quadrato del secondo. E fatto m=z 4 si avrà 

a : aq ^ :\a^ :a^ q^ . 

Ripresa la serie trovata 

H« 9 °: aq 1 : aq* ; aq^ . ... : aq n ~ 3 log 7 ^" 1 
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al vede facilmente, che dato il numero de’ termini il pri- 
mo cd il quoziente, chiamando u il termine cercato avrassi 
u = aq n ~ 1 , sarà questa l’espressione del termine gene- 
rale di una progressione equiquoziente. 

Dunque conosciuto il primo , il numero de’ termini , 
ed il quoziente conoscerassi il termine generale . 

T\ . . U 

JJa questa equazione avrassi a = . 

q' l ~ l 

\ 

Perciò conosciuto il numero de’ termini , V ultimo, 
ed il quoziente , olterrassi il primo termine. 

«— • u 

Finalmente deducendo il valore di q si avrà q=V^ — . 

a 

Cioè conosciuto il numero de’ termini , il primo, e 
l’ultimo conoscerassi il quoziente. 

Passiamo ora , conservando l’ istessa analisi delle equi- 
differenti , a ritrovare il termine sommatorio di una pro- 
gressione equiquoziente . 

$ 10. Chiamando 5 il termine sommatorio , si riflet- 
terà, che non essendo la progressione equiquoziente, che 
una proporzione cominua, ne segue ( § 4.), che la somma 

% A 

degli antecedenti starà a quella de’ conseguenti come uno 
antecedente al di lui conseguente ; ma in una progressione , 
tutti i termini, eccetto l’ultimo, sono degli antecedenti, e 
perciò la loro somma sarà espressa per 5 — u, tutti i ter- 
mini poi eccetto il primo , essendo de’ conseguenti la loro 
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somma sarà espressa per S — a, dunque avrassi 

S — u : S — a \\a\aq\ perciò (i*) f &= - ^ a . ^ 

V q — 1 J i 

Dunque conoscendo il primo, V ultimo termine, ed 
il quoziente avrassi la somma. 

Sostituendo in questa il valore di u=aq n ~ 1 (§ prec.) avrassi 



(a») (s=a fy— , cioè 



Conoscendo il primo termine , il quoziente, ed il 
numero de’ termini, si avrà la loro somma . 

Sostituendo in questa il valore di «= — - — , si avrà la 

q«~l 



r 9 _ 


u 






q n ~ X 


V q— i /J 



Dunque dato V ultimo termine il quoziente , ed il 
numero de* termini conoscerassi la loro somma . 
Finalmente sostituendo nella ( 1 *) il valore di 



u 



— , si avrà S= 



a 



i • i 

’ m . u " 117 \ f u~ \ ; 

— ' -/•(—• - 1 )= 
. / \ 0 — / 



+-I 



14-*— i 14-*— i 



U 



, *»— « 



u 



n—i 



■ a 






u n ~‘ — 
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e perciò ( 4 *) ^5= 

Dunque conoscerassi il termine sommatoria di una 
progressione dato il primo , V ultimo ed il numero dei 
termini . 

In generale delle cinque quantità S, a, u, q, n, 
datene quattro si avrà la quinta purché la cercata 
non sia n. 

Applicazione delle proporzioni, e progressioni 
ad alcuni problemi . 

5 li. La prima applicazione degli equiquozicnti è la tanta 
conosciuta regola del tre , essa non essendo che una pro- 
porzione , può dunque ( 3.) essere o diretta , o inversa , 

o composta; sarò diretta se la quantità che cercasi, che ha 
per di lei conseguente la data , cresce o decresce come que- 
st’ ultima . Inversa se aumenta , o diminuisce , come dimi- 
nuisce, o cresce il conseguente, o sia la data. Finalmente 
composta se aumenta , o diminuisce a proporzione dell’ au- 
mento o diminuzione, o inversamente, del prodotto di 
più quantità suo conseguente. Ecco alcuni èsempi di tutte 
e tre le accennate proporzioni. 

Si sa dalla meccanica, che nel moto uniforme lo spa- 
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zio è uguale al prodotto della celerità del mobile per il 
tempo impiegato. Se dunque chiameremo <S lo spazio, C 
la celerità, t il tempo, avrassi iS=C/j dunque per un al- 
tro mobile sarà S—C't\ perciò Sx C'/'=<S / X Ct, dunque 
( § 4- ) *S : & : : Ct : C t', e siccome in essa proporzione gti 
spazi crescono a corrispondenza del prodotto delle celerità, 
e de’ tempi , così dirassi che gli spazi percorsi nel moto uni- 
forme sono in diretta ragione della composta de’ tempi , 
e delle celerità . 

Se ora i corpi impiegano tutti e due l’ istesso tempo, 
allora sarà t— t, e perciò 5 : S'y, Ct : <7/, o sia ( $ 4 ) 
S : S' : : C : C, dunque avrassi il cercato spazio percorso 
nel tempo istesso con una regola di tre semplice diretta . 

g 

Essendo S=Ct , sarà C= — , e per un altro mobile 

* 

s s r * 

C'= -j , dunque C : C' :: — : -j , e per ( $ 4 ) 
t t t 

C:C\:Sxf : S'xt 

Or siccome in essa proporzione il valore di C rapporto a C 
aumenta come cresce S rapporto ad S', e diminuisce t rap- 
porto a t'j così dirassi : 

Che le celerità di due corpi staranno tra loro nella 
ragion composta della diretta degli spazi , e della in- 
versa de’ tempi . 

Ed in fine se sarà S=S', avrassi ( 3.) C: C'y.t': t t 

e perciò una regola di tre inversa ci darà la cercata 
celerità . 
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J 12. Non restaci ora che applicare questa teoria alla 
soluzione di alcuni problemi . 

PROBLEMA 1 ° 

Si sa dalla dinamica che nel molo uniformemente 
acceleralo gli spazi percorsi sono proporzionali a' qua- 
drati de' tempi impiegati . 

Se dunque un corpo cade in 3 minuti da un’altezza 
di zoo canne , in 6 minuti da quale altezza cadrà ? 
Chiamando a; il cercalo spazio avrassi la seguente prò- 

porzione ioo:ar::3 :6 , o sia ioo:x” 9;36; e per $ 2 ; 

ioox36 , . , .. . , , , 

x— =400; cioè il corpo percorrerà un altezza 

di 400 canne .. 

PROBLEMA 2° 

Per rendere rotabile 4 miglia di strada , sonosi im- 
piegati 5 o operai': quanti ve ne abbisogneranno per 
rendere nel tempo islesso rotabile jo miglia ? 

Si vede chiaramente, che il numero degli operai deve 
crescere a proporzione dell’ aumento dei lavoro} dunque 
gli operai ed i lavori saranno in proporzione diretta , e 
perciò avrassi una regola di tre diretta . Chiamando x il cer- 
calo numero si avrò 5 o° fer *: "a: perciò x=Sq 5 . 

Dunque per terminare nel tempo istesso il lavoro ci biso- 
gneranno 875 operai , 

PROBLEMA 3° 

' Un capitale di onze 400 impiegato dà in 4 anni 

so 
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un profitto di onze un ; qual ne darà in ia anni? 

Crescendo il profitto in ragione degli anni , ed essendo 
lo stesso il capitale, gli anni cd i profitti saranno in di- 
retta proporzione, dunque avrà luogo la diretta regola del tre. 
Chiamando perciò x il cercato profitto, avrassi 4 : 1 1 2 : ; 1 2 : 
perciò ar = 356. Dunque alla fine di 12 anni il capitale 
frutterà onze 536. 

PROBLEMA 4° 

Venti uomini fanno 160 canne di lavoro in quin- 
dici giorni ; quante ne faranno 3 o in /a giorni ? 

In questo problema si vede , che il lavoro aumenta , 
come aumentano gli uomini, ed i giorni; dunque i lavori 
saranno in ragion composta del numero degli uomini e 
dc’giorni , perciò avrassi una regola di tre composta . Chia- 
mando x il cercato lavoro si avrà 160 : 20 X 1 5 : : x : 3o X 1 2 , 
perciò #=192; dunque il lavoro sarà di 192 canne. 

PROBLEMA 5° 

Un generale ordina alla di lui colonna di marciare 
14 ore al giorno per arrivare il nemico ; si sa che il 
nemico, marciando 8 ore al giorno , fé 3 V iste ssa mar- 
cia in n giorni ; si desidera sapere in quanti giorni 
arriveravvi la colonna , seguendo l’ordine del generale . 

È chiaro che dal maggior numero di ore impiegate in 
ciascun giorno deve risultarne un minor numero di giorni, 
dunque le ore con i giorni sono in una inversa ragione, e 
perciò avrà luogo la regola di tre inversa . Chiamando 
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dunque x il cercato numero de’ giorni , arrossi 

14 0 " : ii 8 ' 0r '::8 ore : x , perciò x = 6-j- — 

cioè la colonna impiegherà sei giorni e due sellimi per 
arrivare il nemico. 

$ j 3 . La regola di società non è che un caso parti- 
colare di quella del tre, e perciò interamente poggia sulla 
natura di una proporzione. Ecco un esempio. 

Tre soci mettono in commercio t8oo once di capi - 
tale , che ha fruttato once poo. Si cerca quanto com- 
pete a ciascun di questo frutto, sapendosi che il capi- 
tale del primo fu di once 600 , del secondo di once 800 , 
e del terzo di once 400. 

Sia x il cercato frutto del primo , y quello del secon- 
do, z quel del terzo; siccome il frutto aumenta a propor- 
zione del capitale , così per cadauno de’ tre avrassi una pro- 
porzione diretta ; perciò per il primo 1800 : 6oo”goo : x; 
o sia 2 : 600 : : 1 : x , perciò ,r= 3 oo ; per il secondo si avrà 
1800 : 800:: 900 :y, o sia 2 : 800” 1 : y, perciò y = 400 ; 
per il terzo avrassi « = 200. Finalmente se fossero in ge- 
nerale, in vece di tre, n il numero de’ soci, mediante n 
proporzioni risol verassi il quesito . 

La regola di falsa posizione dipende eziandio da una 
proporzione equiquoziente. 

Mediante la suddetta regola si determina un numero 
cercato e vero , per un falso e supposto ; ed indi resul- 
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tatanc una proporzione, applicavi la regola del tre. 

xxx 

Sia x quel numero tale da essere 1 1 =M: 

1 m n r 

se ne cerca il valore mediante la falsa posizione. 

Si scelga un numero a divisibile per in , n , r , e sia 

— — =Q, che non è intanto il dato M, dunque 

m n r 

non sarà x = a . Ma qualunque sia il valore cercalo di x 
avrassi sempre la proporzione 
a x a x a x 

<r.x'.\ : — , dunque (54 ) 

m m n n r r * w ' 

H (=Q) : h— (=M)\:a : x , osa 

mnr mnr J 

aM 

perciò x= -(j - . 

Dunque nella regola di falsa posizione si ottiene 
il cercato valore , nel quoziente del prodotto del nu- 
mero dato per il supposto , diviso per il numero erro- 
neo risultato , 



Se dunque essa regola deducesi dall’equazione x— 



a 



M 



ricavasi in primo luogo: 

Che la regola di falsa posizione non ha luogo , che 
per i problemi di primo grado , e ad una incognita . 

Ma ogni equazione di primo grado ad una incognita 
(1. 5.' § a.) potrassi generalmente esprimere per Lx-f^r=M . 
Or dunque se in essa equazione sostiluerassi ad x la quan- 
tità supposta a , e chiamando come sopra Q il resultato er- 
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i4q 



ronco che nc viene, essa ridurrassi ad La-\-r=.Q , perciò 
r Q 

Z/-4- — — — • Dall’ altra parte essendo Lx-\-r=jV, sarà 
a a 

r M 

X — = — . Ma per la dimostrata regola dovendo aversi 

X X 

. • „ „ Q M 

la proporzione Q: Mila : x , e pereto — == — . Ma per 

essere bisogna che nelle due equazioni suddette 

sia a=x, cioè il numero supposto eguale al cercato con- 
tro l’ipotesi, o che sia r=o. 

Dunque la regola di falsa posizione semplice non 
può servire se non allorquando il problema dipende 
da una equazione della forma Lx=M, e però da con- 
dizioni per le quali la quantità cognita M uguagli il 
prodotto della incognita x , con una o più quantità 
note ( siano esse intere positive , o negative, o fratte) 
espresse dalla sola L . 

Applichiamo questa regola al seguente problema. 

Si domanda ad un giuocutore a quanto ascese la 
di lui vincita ; risponde , la metà di essa unita al 
quinto, ed all’ ottavo , formano onze apy : cercasi il 
di lui guadagno. 

Sia x la cercata vincita , sia 40 il preso numero sup- 
posto divisibile per a , 5, 8 , perciò — + nr = 53 ; 

• 23 O O 

dunque nel nostro caso sarà M= 2 qj, a— 40 , Q=53, per- 
ciò sostituendo avrassi x= - -- — 36a Se però il pro- 
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posto problema dipenderà da una equazione Lx~\~r=JH in 
cui non sarà r = o, allora avrà luogo la regola di falsa 
posizione doppia , con supporre, come vedrassi, non uno 
ma due numeri arbitrari . Difatti sottratta dalla equazione 
Lx-\-r=.M la supposta La-\-r=Q, avrassi L(x~a)—JI— Q, 
“Immaginisi ora un altro arbitrario numero n , quale posto 
invece dia? nell’equazione generale , ci dia un resultalo A'", 
e perciò avrassi Ln-\-r=.N % c sottraendo questa dalla gene- 
rale equazione avrassi L{x — rì)=.M — N. Or dunque Je due 
trovate equazioni Lfx — a)=M — Q ed L(x — «)=J/— N, 
ci daranno M — Q : M — Ny.x — a:x — n . Sia ora M>Q t 
e di N, sarà M — Q—p , M — N — q, dunque avrassi 

pn — qa _ . , . , 

p:q'.\x — a:x — n, perciò x= ‘ — . Net caso poi che 

p—q 

sarà M < Q, e di N, si avrebbe M — Q=x — p, M — A"= — q, 
. pn—~qa 

c sempre oticrrassi x = — — . 

p—q 

Se finalmente sarà A/< Q , ma M > N , si avrebbe 

JI — Q= — p, ed M—N=q, cd Dunque 

P+9 

. . . . pn — qa pn4-qa 

le due espressioni ' ■ , e quantunque 

non contengono nè il coefficiente L , nè r, pure sod- 
disfano all’equazione Lx + r—M; la prima quando le 
differenze M — Q , M — N sono di egual segno, la seconda 
con segni contrari > dunque : 

Per Iq regola di falsa posizione doppia , t° bisogna 
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supporre due numeri arbitrar j a, n ; a 0 praticare su 
ciascun di essi le condizioni del problema ; 3 0 se nè 
l’uno , nè V altro vi soddisfano , sottrarre i resultati Q , 
ed N , che ne vengono dal resultato M , che ne dovrebbe 
venire ; 4 0 moltiplicare la prima differenza M — Q=p, 
per V arbitrario secondo numero n , e la seconda diffe- 
renza M — N=q , per V arbitrario primo numero a ; 
5 ° finalmente la differenza di questi due prodotti np — qa 
dividerla , quando i due errori p , q sono di egual se- 
gno , per la data differenza p — q degli errori mede- 
simi , e quando gli errori p , q sono di segni contro rj 
la somma de’ loro prodotti ap + aq dividerla per la 
somma p+T* 

Presentiamo un problema per la soluzione del quale 
Tassi uso della già dedotta regola di doppia falsa posizione. 

Si desidera dividere un numero di monete a tre po- 
veri in modo che data al primo la metà di esso nu- 
mero più una moneta , al secondo la metà del residuo 
del primo più una moneta , al terso la metà del resi- 
duo del secondo più una moneta , rimanghi una moneta ; 
cercasi il numero di esse monete . 

Scelgo i numeri arbitrari 5 o, e 18, perciò sarà nel 
nostro caso a= 3 o , n=i8 , verificando le condizioni del 
problema , tolta la porzione del primo povero , rimarrà o 
14, o 8, e togliendo la parte del secondo resulterà 6,0 3 ; 
finalmente prendendo la porzione del terzo povero , resterà 
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a , o — , dunque i due errori saranno 2 , ed — , sarà 
a 1 a 

perciò Q=2 , N= — , e nel nostro caso il vero orodotto 
2 • 

sarà M— i ; dunque avrassi p(==M — ())— l — 2 = — ì), 

g (=JH — N ) =i — — = — , e chiamando x il cercato 
J aa 

numero, per essere p e q con segni contrarj avrassi 
pn+ga\ 1X18+30X7 f>6 

~PW J ~ TTl “ 3 ~ “ 

2 

$ 14. Passiamo ora a risolvere alcuni problemi me- 
diante la teoria delle progressioni equidifferenti . 

PROBLEMA 1° 

Si dimostra col calcolo , che un corpo abbandonato 
alla di lui gravità, descrive nel primo istante uno spa- 
zio come uno , nel secondo come tre , nel terzo come 
cinque ec. vale a dire gli spazj trascorsi formeranno 
una progressione equidifferente . 

Or dimandasi , conoscendo il primo percorso spa- 
zio—/, l’ultimo =/q, ed il numero degli spazi— 10 , la 
somma totale di questi ultimi . 

In questo problema conoscesi il primo, l’ultimo, ed il nu- 
mero de’ termini, e cercasi il termine sommatorio S; sarà per- 
ciò nella forinola generale ( § 7.) S= (a+«), e sostituen- 
do si avrà n=io, a=i, 21=19, dunque fc= — (l+-ig)=iooj 
perciò sarà lo spazio che pcrcorresi dal corpo eguale a 100. 
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PROBLEMA 2° 

Un corpo cadendo descrive nel primo minuto secondo 
un piede , e nell’ ultimo 37 piedi j la somma totale 
dello spazio descritto è di 196 piedi ; cercasi il numero 
de’ secondi impiegati . 

Ripresa ia fortuola generale S= -(«-}-«), sarà nel no- 
stro caso n la cercata 5=196, «=1 , u = 27, dunque 

avrassi «= -^- =14; perciò il corpo impiegherò nella di 
lui caduta 14". 

PROBLEMA 3 * 

Un generale ordina ad un reggimento di marciare 
per io giorni continui , in modo che nel primo giorno 
dee percorrere tre miglia , e negli altri giorni deve sempre 
aumentare la di lui marcia di due miglici . Si domanda 
nel decimo giorno quanto miglia dovrà percorrere . 

In questo problema avrò luogo una progressione equi- 
differente, dappoiché le successive marce hanno una co- 
stante differenza , dappoiché à'=2 , dunque presa la forinola 
generale ($6.) «=«-{-&(« — 1), nel nostro caso sarò a = 5 , 
5 = 3 , « =10, perciò il cercato sarò u — 31 ; dunque la 
marcia dovrò essere nel decimo giorno di miglia 2t. 

PROBLEMA 4 0 

Un giuocatore dopo 10 puntate al faraone vinse 
i 55 zecchini , in modo che nella prima puntata ne 
finse 3 , ed indi sino all' ultima aumentava in ciascuna' 

", 
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della stessa quantità la di lui vincita ; cercasi il suc- 
cessivo aumento . 

Si scorge facilmente, che i termini del dato problema 
formano una progressione equidifferente, nella quale vuoisi 
conoscere la differenza conoscendo il primo termine, la 
somma , cd il numero de’ termini . Or riandando al jj 7. (a*) 

avrassi S=zn — ~~ 1 — V e perciò ed 

V a J 1 n {n — 1) 

essendo nel nostro caso S=zi 55 , n— 10, a— a, avrassi so- 
stituendo =: = 3 ; dunque l’ aumento cercato sarà di 

90 1 

tre zecchini. 

PROBLEMA 5 * 

Quale spazio dovrà percorrere nel primo secondo 
Un corpo in vigore della di lui gravità supposta la co- 
stante differenza di due piedi , per cosi in io" trascor- 
rere uno spazio eguale a 140 piedi ? 

Essendo la differenza costante avrassi una progressione 
equidifferente , nella quale conoscesi la differenza & == 2 , 
la somma 5 = 1 40 » il numero de’ termini n — \o, e cer- 
casi il primo termine a . Riandando al § 7. avrassi 

o C .*0*— O'N m $(n— 1 ) 

S=n ^a+ò - — ^ J y pereto a~ — - 

e sostituendo i rispettivi valori avrassi 0=14 — q=5; dun- 
que il corpo dovrà percorrere nel primo secondo 5 piedi . 

$ l 5 . Passiamo a risolvere alcuni problemi ne’ quali avrà 
luogo la progressione oquiquoziente. 
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PROBLEMA 1° 

'Un giuocatore raddoppia sempre in di lui puntata , 
ed incomincia con un zecchino , perde consecutivamente 
j poste ; si desidera sapere la di lui perdita. 

Raddoppiando sempre avrassi dunque una progressione 
equiquoziente, il di cui costante rapporto sani y = a, ii 
primo termine a = i, ed il numero de’ termini n — q\ 
cercasi il termine sommatorio S. Or ( jj io. ) si ha (a* ) 

S=a<^l 



V— » 



, dunque nel nostro caso avrassi 



•S=^ — = 127 j perciò la perdita è stata di a 27 
.zecchini . 

PROBLEMA U° 

Un viaggiatore nel primo giorno fa solamente tre 
miglia , va poi sempre duplicando il di lui cammino ; 
cercasi , trascorrendo i 8 <q miglia , quanto ne dovrà 
percorrere V ultimo giorno . 

In questo problema ha luogo una progressione , in cui 
conoscesi il primo termine a — 5 , il costante rapporto q= 2, 
nd il termine sommatorio <S=i8g, csarà l’incognita l’ul- 

• • /<f y > // CJ ™'(l , 

timo termine or(5lo.)(i ) si ha S— e perciò 

u = ^ = 96 ; perciò F ultimo giorno dovrà tra» 

scorrere 96 miglia. 
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PROBLEMA 3 " 

La costruzione di un canale si è eseguila in j anni 
duplicandola ogni anno, V ultimo anno il lavoro è di 64 
miglia ; si vuol sapere quanto se ne costruì il primo anno , 
In questo problema conoscesi l’ultimo termine «=64 

il numero de’ termini n — 'j , ed il costante rapporto q=-2 , 

u 

dunque sarà il primo a il cercato . Or (jj 9.) a = 



64 



,n - 1 



e nel nostro caso a = -g-p =1 ; dunque il primo anno 
ne costruì un miglio. 

PROBLEMA 4° 



se 



Un vascello viaggiando alquanti giorni trascorre ' 
una linea di 1800 leghe , in modo, che divùlendo il 
numero delle leghe trascorse nel secondo giorno, per 
quelle trascorse nel primo , e quelle del terzo , per 
quelle del secondo , e quelle del quarto, per quelle del 
terzo , e così di seguito , ne resulta un quoziente istesso ; 
il primo giorno trascorse 5 leghe , e V ultimo ts /5 ; si 
desidera sapere il costante rapporto espresso dal quo- 
ziente . 

In questa progressione conoscesi il termine sommato- 
rio 5—1820 ; il primo termine a= 5 , l’ultimo «=iai 5 , 

cercasi 7. Or 10.) si ha 1 S= — — - , perciò a — ^ — - , 

<7—1 r 1 ó — u 



e sostituendo i dati valori avrassi 



9 = 



i 8 i 5 
6 o 5 ~ 



dunque 



il vascello dovrà ogni giorno triplicare il suo cammino . 
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* De logaritmi . 

$16. I\idurre la moltiplica a somma, la divisione a sottrazio- 
ne, l’elevazione a potenza a moltiplica, c l’estrazione della ra- 
dice a semplice divisione, ecco ciò che forma l’utile scopo 

de’ logaritmi ; si sa ($8 l.i*), che in generale a m Xa n —a U ^ U 

che ( l.i* $ 3 .) ^——a m ~ n , che (I. a* $ 3 .) (a m )”=a ;7, ” 
a n 

m 

n — 

e(l. a*$8 .)jAa m —a n . Se dunque troverassi il modo 
di ridurre due quantità A , B, in due altre a rn ,a n , il 
loro prodotto, il quoziente, la potenza e la radice potrà 
esprimersi colla somma , colla differenza , col prodotto e 
col quoziente degli esponenti di una conosciuta quantità } 
questa felice idea condusse Nepero a stabilire l’ interessante 
teoria de’ logaritmi. 

Chiamisi per y una quantità qualunque, x il rispettivo 
esponente da darsi ad una data quantità a, per renderla eguale 
ad y, avrassi y=a x , trattasi di ritrovare il valore di .v 
corrispondente ad un dato valore di y. Or codesto correlativo 
valore appellasi logaritmo di y } e dinotasi con log. y=x. 
Per la ragione istessa se avrassi u — a z sarà log. u=z , la 
quantità conosciuta a chiamasi la base de’ logaritmi . 

Dunque in generale il logaritmo di un numerò y 
è quello esponente della base } al quale elevata ci dà 
il eulore di y. 
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Così supposta a= a , ed , sarà log. 4= 3 » e sup- 
posto y—% sarà log. 8 = 5 j e così cc. 

Dunque il valore del logaritmo dipende da quello della 
prescelta base a. 

Qualunque numero però si prende per la base a sarà 
log. i=o, dappoicchè nell’ equazione generale y= a x , 
supponendo y =i , per aver luogo la suddetta equazione 
( 1. a* $ a ) per qualunque valore di a bisogna che sia 
l’esponente =o, e perciò il logaritmo corrispondente ad y 
eguale 1, dunque avrassi log. l=o. Perciò essendo una 
frazione propria minore dell’unità, e lo zero il limite tra 
la positiva e negativa quantità, dcducesene; 

Che un rotto proprio avrà il suo logaritmo negativo . 

La base a varia ne’ differenti sistemi , ma qualunque 
sia il di lei valore siccome si ha sempre a=a 1 , ne segue : 

Che la base di un sistema avrà sempre per suo 
logaritmo V unità . 

$ 17. Essendo y=a x , sarà y* = (a x ) 2 .=a a *(I.2 a jJ3.) * 
dunque ( prec. ) log. y 2 —ùx, e per l’ istessa ragione 

log. y ^ = 3 * , ed.in generale log. y n = nx — n log. y. 

Cioè il logaritmo di una potenza è eguale al loga- 
ritmo della quantità istessa moltiplicato per l’esponente 
della potenza , c perciò l’ elevazione a potenza riducesi 
a semplice moltiplica. 
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se 

n — 

Essendo y = a x sarà (I. a* $8.) V y — ci n > perciò 

(§ prec.) log. IT y = ^ sa log. . 

Dunque il logaritmo di un radicale è eguale al lo- 
garitmo della quantità islessa , diviso per V esponente 
della radice , e perciò V estrazione della radice rida - 
cesi a semplice divisione. 

Supposto y=a x avrassi ( $ preced. ) log. y = x , ed 
egualmente supposto u~a z , si avrà log. u = z. Ma 
u XjK=« 2 X a x z=a xJ r z , dunque ($ prec.) log, uy=x-\-z, 
= log. u+log.y: 

Cioè il logaritmo di un prodotto è eguale alla 
somma de’ logaritmi de’ fattori , perciò la moltiplica 
riducesi a semplice somma . 

Sia in fine ~ = ~~ = a Z ' x 9 perciò ( $ prec. ) 

log. (Jy) —z—x = log. u — log. y, cioè : 

Il logaritmo di una frazione è eguale alla diffe- 
renza de’ logaritmi del numeratore , e del denominatore , 
e perciò la divisione riducesi a semplice sottrazione . 

Dimostriamo col fatto codeste dedotte verità con fissare 
una particolare base. 

Abbiasi la progressione equidifferente 

5i*:a:3:4 : 5:6:7:8:9:io: ec. 
allora ( $ 8 L 4*) la quantità, che avrà successivamente co- 
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desti esponenti formerà una progressione cquiquoziente, e 
supposta a la costante quantità, avràssi 
Hrt° : n 1 t : a 10 cc. 

Diamo ora un particolare valore alla base a , eoa supporla 

= 2 avrassi allora 
2 



H 2° : 2 1 



a* : : a^* : a ^ : 2^*: a^ : a ® : 2^ : 2 10 ec. ossia 



Hi : a : 4 : 8 : 16 : 3a : G4 : 128: 256: Sta: 1024: ec. . 

Dunque nel sistema della base 0=2, sarà per quanto 

si è detto log. 1=0, log. 2 = 1, log. 4 = 2 > log- 8=5, 

log. 16 = 4 > l°g- 52 = 5, log. 64=6, log. 128 = 7, 

log. a 56 = 8, log. 512 = 9, ec. . . • < 

Vogliasi ora il prodotto di 8x5*, per quanto si è 

detto, avrassi log. ( 8x3a ) = log. 8 •+■ log- 32=5-}- 5=8 ; 

ma 8 è il logaritmo di 256, sarà dunque 8 X 52 = 256 ; 

.vogliasi in secondo luogo il quoziente tra 128, e 3a, al- 

lora coinè si è dimostrato avrassi log. = log. 128 — 

log. 52 = 7 — 5 = 2, ma 2 è il logaritmo di 4> dunque 
.128 

««-37=4. 

Cercasi ora la potenza quarta di 4 , per quanto si è 
veduto avrassi log. 4* = 4 log- 4- Ma log. 4 ==3 > perciò 
log. 4* = 4X 2 = 8 , ma 8 è il logaritmo di 256, perciò 

4 4 = 256, vogliasi in fine la radice terza di 64 » o sia 

3 ^ lo* 7 8^ 6 

J/^ 6 4; per quanto si è detto si ha logJ/"6i= — %= — = T ==3 » 

0 o 

ma il numero corrispondente al logaritmo 2 è 4> dunque 
3 

si avrà 64—4 • 



Digitized by Google 




LEZIONE QUARTA 161 

5 18. La progressione equidifferente -o:i:2:3:4 ; 5:6cc. 
può anche appartenere, tra le tante altre , ad una progres- 
sione cquiquozicnte decupla , cioè nella quale si suppone 
la base = 10, ed allora avrassi 

K io° : io 1 : io 2 : 10^ : io^ : ìo^ : io**: io^...:io“ , 
e perciò H 1 : io : loo : 1000 : 10000 ec. ; nel quale sistema 
come si vede, sarà sempre l’esponente zero il logaritmo 
dell’ unità , ma però sarà l il logaritmo della base io, 
a di 100, 3 di jooo, 4 di 10000, e così cc. 

Gin questo sistema cioè colla base = 10, sonosi cal- 
colate le tavole de’ logaritmi per tutti i numeri da 1 sino 
a 100000. Ma siccome qualunque progressione equiquo- 
ziente non ci dà ne’ suoi corrispondenti esponenti , che una 
progressiene equidifferente delle successive potenze, e per- 
ciò i successivi logaritmi; così colla tavola precedente non 
avendosi i logaritmi compresi ua 1 c 10, e fra 10 c 100, 
tra 100 e 1000, e cosi ec. e per la ragione istessa nella 
tavola della base a = 2 , non ottenendosi i logaritmi dei 
numeri frazionari compresi tra 1 e 2 , e degli interi c fra- 
zionari tra 2 e 4» tra 4 e 8, e così di seguilo, si è biso- 
gnato calcolare tai logaritmi per approssimazione inserendo 
nella progressione decupla tra 1 e lo, tra lo e .100, tra 
100 e 1000, e così di seguito de’ medi proporzionali suc- 
cessivi , a questi corrisponderanno ne’ successivi esponenti 
loro ($ 8. 1. 4*) de’ medi proporzionali equidifferenti, e sa- 
ranno questi ( $ antec. ) gli approssimati logaritmi tra 1 , 

22 
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e io, ira io e 100, tra 100 e 1000, e cosi di seguilo. 

Essendo nel sistema decuplo generalmente abbracciato 
log. 10=1, e log.i =o, saranno gli esponenti della pro- 
gressione, o sia i logaritmi de’ numeri compresi tra i c io, 
delle frazioni; gli esponenti poi della progressione, o sia i 
logaritmi de’ numeri compresi tra io e 100, saranno le 
unità più delle consecutive frazioni; quei compresi tra 100 
e 1000 avranno per loro logaritmi due unità aumentale da 
frazioni, e così di seguito . 

Qualunque logaritmo dunque è composto da un numero 
intero, che chiamasi caratteristica , e da una frazione de- 
cimale detta mantissa. Così i numeri compresi tra i c io, 
avranno per loro caratteristica zero , quei compresi tra io 
c 100, avranno 1 per loro caratteristica , e così ingenerale: 

La caratteristica sarà di una unità minore delle 
cifre , che compongono il dato numero . 

Così dalla caratteristica del dato logaritmo conoscerassi 
di quante cifre è composto il corrispondente numero , «l 
all' inversa , dal numero delle cifre del dato conoscerassi 
la caratteristica, così p. c. al logaritmo 3 , 916018, con- 
verrà un numero di 4 cifre, ed il numero 8 i 85 o, avrà 
nel di lui logaritmo una caratteristica =4j finalmente se 
dato il logaritmo vuoisi conoscere nelle tavole il corrispon- 
dente numero , ci verrà questo designalo dalla mantissa 
corrispondente , e la data caratteristica c’ indicherà il nu- 
mero delle cifre da porsi tra gl’ interi ; così dato il logarit- 



\ 
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mo 2, 7603429, la mantissa c’indicherà le cifre 5758 g 45 , 
e la caratteristica 2 ci marcherà che saranno tre i numeri 
interi da distaccarsi, e perciò sarà il corrispondente nu- 
mero = 575 , 8945 . 

$ tg. Dipendendo ( (J 16.) il valore del logaritmo da 
quello della prescelta base, scguene, che allo stesso numero 
possono corrispondere differenti logaritmi , a proporzione 
delle differenti basi. Or essendo due i sistemi ahlyacciali, 
o quello colla base = 2 , o F ultimo delle tavole detto 
ordinario colla base = 10 ; bisognerà dare il modo di 
trasformare il logaritmo ordinario di un numero, in quello, 
la di cui base =2, ed all’inversa., 

A tal’ uopo sia la base di un sistema = a , quella di un 
altro = ò, sia N un numero, che colla base a avrà per 

logaritmo p , e colla base b per logaritmo q. Allora (jj j6.) 

p_ 

avrassi N—a N=l ? , perciò a 1 =b, dunque log .£= — .. 
Perciò la frazione — ha un valore costante , cioè i due lo- 

q . 

gariimi dell’ istesso numero, qualunque siasi , nei due diffe- 
renti sistemi starauno in un costante rapporto. 

Sia ora N=: 2, sia p il logaritmo tabulare colla base 

~ » 

= 10, sarà log.A'— p=log.2=o , 5 oio 3 , sia q il logaritmo 

di 2 calcolato colla base =a , sarà ^r=log.2=i . E sosti- 

. . , . . p o, 5 oio 3 

tuendo codesti valori avrassi — == , pereto 

9 1 

q = — — — , e verificando la divisione si avrà . . » . 

O , DOIOJ 
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q — o, 0219277 Xp. Dunque se il logarumo comune di a 
mohipiicherassi per 3,3219277, si avrà allora il logaritmo 
del numero istesso per la base a. Sia ora N, non più il 2, 
ma un numero qualunque, siano r, ed s i logaritmi di 
esso, r per la base = or = 10, s per la base =' 6 = 3 , al- 

r 

lora avrassi JV= n r , N—b , perciò b — a ’ ,elog.6= — . 

xr x P x 1 0 , 3 ()to 3 

Ria sopra supposto ,\=2 , si ha — =Iog.w= , dun- 

r p o , 5 o 1 o 3 

^ UC s q 1 

Perciò per qualunque siasi numero il rapporto dei 
logaritmi rie' due sistemi sarà V istesso di quello cor- 
rispondente ai logaritmi del numero 2 , e perciò de- 
durrassene , che se i logaritmi comuni si moltiplicano 
per 3 , 3 119 277, si avranno allora i logaritmi colla 
frase = a . 

Di più essendo <7=3,32 10277 X P, sarà d=. - - - ^ cioè: 

0 " r 5,3219377 

Sei logaritmi eolia basa = 2 , si divideranno per 
3 , 3 atg 377, avransi allora i logaritmi tabulari , ossia 



comuni . 

§ ao. Darem fine a sì interessante teoria colla soluzione 
di alcuni problemi ne' quali fassi uso de’ logaritmi . 
PROBLEMA. 1° 

Dato il primo termine a = 1 , il quoziente q = 2 , 
/ ultimo termine u= 5 ia di una progressione cquiquo- 
ziente dedurre il numero n de' termini . 
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In questa inchiesta sari n l'incognita, ma ( 1 . 4" $9) 

, , 5 ia 

si na «= , dunque nei nostro caso 1= , per- 

q n ~ 1 a'*- 1 

ciò 2 n ~ 1 = 5i2; or in codesta essendo l’incognita un 
esponente, non potrassi risolvere, che impiegando i loga- 
ritmi per cui si avrà ( 1. 4. $ 1 7.) (n — 1) log. 2 = log. 5ia ; c 

perciò /i=i -{ — , ed avrassi, cercando nelle tavole, 
log. 2 

log. 5t2 = 2, 70927, log. 2 = o, 3 oio 3 , perciò 
. 2 , 70927 

«=1+ = t+9=io 

o, ooio 3 3 

dunque il numero de’ termini sarà io. 



PROBLEMA 2° 

Un architeli» vuol conoscere l'altezza di una torre. 

Come si sa dalla geometria prattica, sceglierà primie- 
ramente una base alla di cui estremità collocherawi il 
grafometro , c misurerà con esso 1' angolo che fa la parte 
piu elevata della torre coll’orizzonte. Sia dunque codesta 
base = 120 canne, sia il suddetto angolo = 70®, 5o', allora 
1 istilleranno un triangolo rettangolo, nel quale chiamando * 
Ja cercata altezza, e supposto il raggio =1 ; per la trigo- 
nometria avrassi 1 : 120 ” tang. (70°, 5o' ) : x , e perciò 
a = i20Xtang. (70°,3 o'), dunque($ i7.)log.x = log. 120+ 
log.tang.(7o°, 3 o') . Or log.i 20=2 ,07918 ; log.tang.(70, 3 o') 
= log. cot. ( 19", 3 o') = 0 , 45o85, perciò sarà log. x = 
2 , 07918-4-0, 45 o 85 = 2, 53 oo 3 . Or cercando nelle tavole 
il numero corrispondente a tale logaritmo avrassi x=339. 



Digitized by Google 




iG6 ALGEBRA ELEMENTARE 

Dunque la cercata altezza sarà di 559 4:311116 > alla quale 
però bisogneravvi unire l’altezza del grafòmetro, che suole 
essere di 4 in 5 palmi . 

problema 5 ° 

Un giuocatore incomincia il di lui giuoco con un 
zecchino , e sempre raddoppiando la sua posta vince 
1 2 j zecchini ; si desidera sapere il numero delle poste. 

In questo problema trattasi di una progressione cquiquo- 
zicntc , in csSa conoscesi il primo termine a=i , il quoziente 
<7=2, ed il termine sommatorio *S=i 27, e cercasi il minierò 

de’ termini n =x . Or ( 1 . 10.) (a a ) si ha S=a — , 

(j—i 

fi S(q— l)-}*oi . _ , 

c per conseguenza q — , equazione clic 

non puossi risolvere senza i logaritmi , perciò ( ^ 17.) 

n log. q= log. [ a-\-S ( q — 1 ) ] — log. a dunque 

lo S- (1 + ta?) — log. i 
log. 2 

ed essendo log. 1=0 , avrassi x — 1 . Ma log. 128 = 

0 log. a 

1 „ _ , a, 10721 

a , 10721 , e log. 2 = 0, ooioo , sara * — — = = = 7 : 

' 0 o,ooioj 11 

perciò il cercato numero delle poste sarà sette. 

problema 4 0 

Un agrimensore ha misurato la superficie di una 
foresta di 285 canne quadrate sul pendio di una 
montagna inclinala di 3 o a ; fa d’uopo rapportarla ad 
un piano orizzontale . 
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A tale oggetto riflette, che l’altezza del pendio colla 
di lui superficie, ed il cercalo piano orizzontale formano 
un triangolo rettangolo , la di cui ipotenusa Sarà la data 
superficie, ed il cercato piano orizzontale il lato adiacente 
al dato angolo ; dunque chiamando x il cercato piano , per 
la trigonometria avrassi x : 285 II coseno 3 o°:x, perciò 
a;=285 cos. 3o° , ed applicandovi i logaritmi sarà log. = 
log. 285-}- log. cos. 3o°. Ma log. 285=2 , 45484, log.cos.5o°= 
9,93753, perciò log. X—12 , 39257, c cercando nelle tavole 
il numero corrispondente a 2 , 3gu37 , troverassi 247? dun- 
que =247 ; perciò la foresta nel piano orizzontale occu- 
perà uno spazio di 247 canne quadrate. 



PROBLEMA 5° 

XJn usurario con zoo once di capitale V aumenta ogni 
anno di un terzo ; guai diverrà alla fine di io anni? 

Sia re = 100, per la condizione, sarà dopo un anno 



C— = n (I) ; nel secondo anno sarà 

per la ragione istessa nel terzo anno sarà re ^ , ed 
alla line nel decimo anno , chiamando a; il di lui aumentato 
capitale , sarà x=n CI ) 10 . Dovendo determinare x do- 



vrebbesi ritrovare la decima potenza di 4- , ed indi mol- 

ù 
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tiplicarla per 100, cosa non mollo facile, vi si arriverà 
però facilmente con i logaritmi; difilli 

log. x=log. 100+10 ^log.A^ == i 0 g. 100 +io(log. 4 -log. 3 ). 

Ma log. 4=0, 60206, log. 3 =o, 47712, log. 100=2, per- 
ciò log. x = 2 + J o (o, 12494)=3, 2494. Ma a 3 , 2494, 
corrisponde il numero 1776, dunque sarà x — 1776 ; cioè 
il capitale di onze 100 dopo 10 anni ascenderà ad ouze j 776. 

Saranno sufficienti questi cinque problemi per far ve- 
liere la somma utilità de’ logaritmi nella calcolazione. 
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ED ULTIMA 

%eotla ^euetafe ?e£fe c^uazuotu , e & i^ueffe 
t!t tctso ^tat)o . 

$ 1. Se una equazione non ci esprime, che l’eguaglianza 
de’ due membri, ne segue, che trasportato il secondo nel 
primo, essa ridurrassi eguale a zero.: così essendo x = a r 
sarà x — a — O. 

Or un’ equazione dicesi ordinala quando posti tutti i< 
termini nel primo membro nell’ altro scrivesi zero . Noi 
supporremo sempre le equazioni ordinate. 

In ogni determinata equazione, alla incognita dee cor- 
rispondervi un valore, ohe soddisfa la equazione; codesto- 
corrispondente valore appellasi radice della equazione, per- 
ciò sarà radice dell’equazione il valore dell’incognita,, 
che rende quella eguale a zero : così nella equazione 
x J -f-2ar 2 =iox--7, sarà una delle radici =1 ; dappoiché 
sostituendo tal valore ad x avrassi i-f-2 — 104-7=0. Sic- 
come il valore di una incognita da soddisfare l’equazione 
può essere positivo o negativo, razionale o irrazionale, 
reale o immaginario , così la radice di una equazione può 
essere positiva o negativa , razionale o irrazionale , 
reale 0 immaginaria. 

a3 
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Abbiasi ora l’ espressione (* +a) (*+c) ; avrassi 

(y-f-a) (ar+ò) (a:j;c)=ar^^x 2 (a-f^+ c ) i* (ab+ac-j-bc) -f -abc 
E facendo 1* istcsso ragionamento , e supposti i successivi 
coeflicienti di x m ~ x , x m ~ 2 , x m ~^. . . x tn ~ m z=iA, B,C,...N, 
generalmente un’equazione potrà esprimersi per 

x m ±Ax m ~ l +Bx m -* .... ±Cx +Nx m ~ m = o 
dunque dcducescne : 

Che il primo membro di una equazione è il pro- 
dotto di più fattori semplici , che essa conterrà tutte 
le potenze dell ’ incognita da quella del suo grado sino 
alla prima inclusi^ amente , ed il numero de’ suoi fat- 
tori eguaglierà il massimo esponente dell' incognita . 

$ a. Non essendo la radice, che il valore dell'incognita 
da soddisfare l’ equazione, vale a dire da ridurla eguale a 
zero; ma nella generale equazione 

(x-4-q) (x-f-6) (x-f-c) cc.=x m ±Jx m - 1 -j-Bx m ~ a -f- ec - 
qualunque de’ fattori ridotto a zero, riduce a zero l’equa- 
zione, e per ridursi ciascun fattore a zero fa d’uopo, 
che 1’ incognita abbiavi un valore eguale e costante alla 
cognita; dunque il numero delle radici eguaglierà quello 
de’ fattori ; ma il numero de’ fattori ( $ prec. ) eguaglia il 
grado massimo dell’ incognita: 

Dunque il numero delle radici di una equazione 
eguaglierà il grado della potenza dell’incognita. 
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Or codeste radici possono essere i° reali positive, o 
negative ; 2° immaginarie positive , o negative . Nel 
primo caso sarà — o , xI|I&=o , x^pc=o . Nel secondo 

(1.2* $ j.rj)x+aj/~ — 1=0, x^jZùj/^ — i=o ,x+cJ/~ — 1=0. 
Ma intanto bisogna ben guardarci di dedurne da codeste 
apparenti equazioni, clic nel tempo istesso la medesima 
quantità x sia eguale a molte grandezze differenti a , b , c ; 
codeste equazioni, dice Alembert , altro non ci esprimono, 
che la proprietà , c natura di essi fattori di ridurre ogni 
uno di essi 1’ equazione a zero ; dappoiché essendo la quan- 
tità proposta eguale a zero , bisogna che lo sia pure uno 
de’ suoi fattori , così le suddette parziali equazioni altro non ci 
indicano, che l’equazione proposta è il prodotto di x^a—o, 
per x +6, e per x+c; o pure di x + ó=o, per xlpa, 
e per x+c ; o in fine di x^f c = o per x+a , o per x+4>, 
vale a dire che facendo successivamente 

X — -fu, o x = + ó, o ar=-f-c 
ogni uno di codesti fattori ridurrà l’equazione eguale a zero.. 

Or essendo (x-J-a) (x+^)(*+ c ) ec -=* OT *f-x ,n ~ 1 (a*-&**c) 
+x m ~ 2 (ab+-ac^bc)-)-cc.-\-abc=x m 4 -Ax m ~ l +-Bx m ~ a +-ec.. 
ed (r — a) ( x — b) (x — c)cc.— ar m — x m ~*(a-{-b+c)-\-x m ~ a X 

(ai-\-ac-\-bc ec.) . . . ~^abc ec. =x m — Ax m ~ 1 +-JJx m ~ a —cc. 
dedacesene : 

Che se tutte le radici sono reali e negative, i ter- 
mini dell’ equazione saranno tutti positivi ; se poi tutte 
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le radici saranno reali , e positivi i termini dell * equa- 
zione saranno alternativamente positivi e negativi. 

Perciò dalla forma della serie de’ termini di una equa- 
zione potrà conoscersi la natura delle di lei radici, ed 
all’ inversa ; passando poi alle radici immaginarie per le 
medesime darci un resultato reale bisogna , che sia il pro- 
dotto di un numero pari di fattori ; dappoiché (1. a* § 18) 
il prodotto di due quantità immaginarie è reale, e quello 
di una grandezza reale per una immaginaria, immaginario. 

Dunque poiché le radici immaginarie in un prodotto 
reale sono sempre in numero pari, ne segue: 

> Che nella equazione di un grado impari saravvi 
almeno una radice reale. 

Dalla proprietà , che ha la radice di ridurre a zero 
un’equazione potrassi facilmente conoscere se una quantità 
a è la radice di una equazione ; ma vi è un altro mezzo 
dividendo la data equazione per x—a , giacché nell’ ipotesi , 
che sarà a una radice positiva di x, x — a sarà un fattore 
dell’ equazione , c perciò un divisore esatto di essa . 

§ 5 . Riandando ( $ i.) alla dedotta equazione 
(x-foO f.v-f-6) fx-h-c)=s ^ x 2 {a-\rb^-c)-\-x{ab-\-ac-{-bc)-^abc 
sarà (*•+«) (x+ò) (*+c) (*±<2) = 2 (a-f A-j-c) 

- 4 -X'(fl/>+ oc -M c ) -f-flòcl ( x-\-d )— x 4 -j-x^ (« -j-i-f-c-f- d) 

-j-x 2 ( aL-\-ae-\-ad-\-bc- J t-bd-\-dc)-\-x(abc-\-abd j i-acd+-bcd}*-abc(l 

E supposto m l’ esponente massimo , fatto l’ istesso ra- 
gionamento avrassi 
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(x±n) (x±b)(x±c) (x±d) cc.=x m ±x m - 1 (a+l>+c+d+cc.) 

( a {)^- a c-^.ad-\-bc-\-bd-ì-clc-^-cc.') -j^x m ~^ (abc+abd 
-\-acd+bcd-\-ec .) ..... -J-x m_,7,+ - 1 ( abcd . . .)-\-x m ~ ,n (abcd . . • ) 
sarà dunque 

A—-^-_ (a-J-A+c-j-df+ec.) 

B = (ab+ac-^ad+bc+bd-^-cd-^-cc.) 

C= ( cibc-\-acd-\-abd-\-bcd-\-zc .) 

D— abcd-\-cc. 

cd in fine N= a b c d . . . 

Ma A , B , C , D , . N ci esprimono le varie combi- 
nazioni delle differenti radici, e di più supposte le radici 
positive , avrassi x — a—o , x — b— o , e così ec. e nel caso 
di negative x-f-a=o, ar+A=o , e così ec. dunque nell’ ipo- 
tesi delle radici positive avrassi 

(x—a) (x—b) (x-c) (x—d) cc. — x m — x m ~ 1 (a*-b*-c-t-d-*~cc.) 

4-* m ~ 2 (aù+ac-{-a<f-bùc+ùc?-j-t/c-f-ec.) 

— x m ~ ^(abd-acd +-bcd+-abc*-cc . ) . . .x m ~ m ^~ 1 (nbdc-^-cc.') — abdc ec. 

Ecco una diretta dimostrazione della già, per induzione, 
dedotta legge progressiva de’ coefficienti A , B , C,D > ec. . 

Nella generale equazione 

x m ~Ax m ~ 1 + Bx m ~ 2 — Cx m ' 5 ... ±Rx m - r ^E'F=o 
essendo m il grado della potenza sarà ($ j.) m il numero 
de’faltori, perciò la generale sarà derivata dall’equazione 
(a: — a) (x — b) ( x — c) (* — d) . . . ec. = o 
Fatta perciò la moltiplica di tutti questi fattori , resul- 
teranno il primo membro della proposta generale equazione. 
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Or se si concepisce eseguita una tal moltiplica sarà facile 
il vedere, che ciascun termine del prodotto conterrà come 
moltiplicatore o il primo, o il secondo termine di ogni fatto- 
re , e quindi tutti i termini del prodotto si otterranno molti- 
plicando in tutti i modi possibili i primi termini in alcuni 
fattori , cd i secondi in tutti gli altri . 

Di più non essendo un prodotto di più fattori , riguardo 
alla sua forma ,* che quello istcsso di un fattore moltiplicato 
per un medesimo numero di volte per se stesso, colla dif- 
ferenza soltanto, che nel primo diversi saranno i fattori , nel 
secondo lo stesso, ne segue che il numero de’ fattori in 
ciascun termine dovrà esser costante. 

Or moltiplicando lutti gli x tra loro avrassi il primo 
termine x m della generale equazione, e tra loro tutti i * 
secondi termini, otterrassi l’ ultimo Z = aòcd. . . espresso 
per un numero m di fattori, dunque ciascun termine in- 
termedio tra il primo, e l’ultimo dovrà essere il prodotto 
di un numero m di fattori . Or nel secondo termine Ax m ~ 1 
esprimendoci A , la combinazione di tutti i coefficienti 
di x m ~ x , dovrà quest’ ultimo per completare il numero m 
di fattori , esser moltiplicato per ciascun secondo termine 
de’ successivi fattori - , e perciò avrassi 

Ax m - l =ax m - 1 +ÒX™- 1 +cx m ~ +dx m ~ l +cc. 
~x m ~ 1 

Passando al terzo termine B x m ~ 2 , contenendo un nu- 



Digitized by Google 




: LEZIONE QUINTA * 1 7 5 

mero m— a di moltiplicatore x , dovrà ciascun termine del 
coefficiente B essere H prodotto di x m ~' 2 per altri dué 
futtori da completare il costante numero m di fattori , e 
perciò dovrà x rn ~ 2 moltiplicarsi peri secondi termini dei 
successivi fattori presi a due a due , e variati in tutti i modi 
possibili, e perciò avrassi 

B X m ~ 2 — r m " 2 (ab) + x m ~ 2 (ac) -f x m -\ad)+x m -*(bc) 

-+-* m ~ 2 ( bd) -{-x 171 * 2 (c</)-fec. 

ossia Bx m ~ 2 =x m ~ 2 (ab-\-ac-\-ad-\-bc-\-bd-\-dc-\-ec.) 

Considerando il quarto termine C x rn ~' > , contenendo 
questo Un numero in — 5 di moltiplicatore x, po’ le ra- 
gioni addotte , dovrà ciascun termine del coefficiente C mol- 
tiplicarsi per i secondi termini de’ successivi fattori presi à 
tre a tre, variati in tutte le maniere possibili , e perciò avrassi 
Cx m ~^=x m ~^(abc) (aW)+ x m ~^ (acd ) +* m "^ (bcd) -f-ec. 

ossia Cx m ~5 — x m ~5 (abc-\-adb-±-acd-j-bcd-{-cc.) . 

Finalmente ragionando nel modo istesso il termine ge- 
nerale Rx m ~ r contenendo un numero m — r di moltiplica- 
tore x, sarà il prodotto di x m ~ r per un numero r de’ se- 
condi termini de’ successivi fattori , combinazione , che ci 
verrà assegnata dal valore di r , completante il costante 
numero m di fattori perciò sarà Bx m ~ r =:(abcdc c.) x m ~ r , 

Or sostituendo questi dedotti valori avrassi 

x m — Ax 1 +Bx m -*—Cx m -' ò ...+Rx m - r ± T= 

X rn — x m ~ l (a-\-b^-c-{-d-^-cc.)-\-x m ~ 2 (ab-\-ac-\-ad-\-bc~\-bd-\-cd-\- ec.) 
— x m ~^(abc-\-adb-\-acd-\-bcd ). . .-\-x m ~ r (abcd . . . 4* ec ) 4* a bcd . . . 
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Da codesta equazione, supposte le radici positive, de- 
durrassi : 

i.° Che il coefficiente del secondo termine preso con 
segno contrario sarà la somma di tutte le radici, 
il. 0 Che il coefficiente del terzo termine sarà la 
somma de’ prodotti delle radici moltiplicate a due a due . 

in. 0 Che il coefficiente del quarto termine preso con 
segno contrario, sarà la somma de' prodotti delle ra- 
dici moltiplicate a tre a tre. 

ir? Che il coefficiente del termine ennesimo preso 
con segno contrario , se è pari , sarà la somma de’ pro- 
dotti delle radici moltiplicate ad (« — 1) ad (« — 1). 

r.° Finalmente l’ultimo termine soggetto come gli altri 
alla stessa legge sarà il prodotto di tutte le radici ; se 
poi le radici saranno negative (§ 2.) tutti i termini sa- 
ranno positivi. 

$ 4 * Applichiamo ciò , che si è generalmente dimo- 
strato nei J 2. 5 . ad alcune particolari equazioni . Ab- 
biasi x^-J-ax 2 — a 3 x — 60 = 0, primieramente essendo 3 
il massimo esponente dell’incognita, saranno ( <$ 1.) tre i 
fattori , e per conseguenza tre le radici . Or dividendo que- 
sta equazione per x — 5 avrassi 



x^ -f-2x 2 — u 3 x — 60 
^5 



2 + 7 *+ ia 
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<e dividendola per x-|-4, si avrà 

x^-f2x 3 — a 3 * — 60 „ _ 

— =x — 2* — io 

x +4 

ed infine dividendola per x-j- 3 , avrassi 

X^ + 2* 2 — 23* — 60 

= x — x — 20 

x-j -3 

Dunque essendo x — 5 , x-j-4 , x-f -3 esatti divisori della 
data equazione, saranno (§ 2.) - 4 - 5 , — 4 , — 3 le radici, ossia 
i tre valori di x , perciò ($ 3 .) la loro somma dovrà darci 
il coefficiente 2 del secondo termine , prendendolo con segno 
contrario , poiché una radice è positiva, difatti 5 — 4 — 3= — 2 , 
perciò coefficiente = 2 , il coefficiente del terzo termine do- 
vrà contenere la somma delle radici prese a due a due, 
e perciò ( 5 x — 4)+(5x — 3 _)-f( — 4 X — 3 ) = — 23 . Fi- 
nalmente l’ultimo termine dovrà contenere il prodotto di 
tutte le radici, e per essere nel nostro caso pari , preso con 
segno contrario, e difatti ( 5 x — 4 X — 3 } =60, perciò ul- 
timo termine = — 60. 

Abbiasi l’equazione x^— igx+ 3 o=o, dessa per quanto 
si è detto avrà tre fattori , perciò tre radici . Or dividendola 
per x — a, x — 3 , *-)- 5 , ed avendosi degli esatti quozienti 
le tre radici saranno 2,3, — 5 , dunque sarà il secondo 
termine x 2 (2-j-3 — 5 )=o. 

Il terzo termine x(6 — 10 — i 5 ) = — 19*» e l’ultimo 
sarà 2 x 3 x — 5 = — 3 o, ed essendo pari sarà col segno cam- 
biato, perciò = 3 o. 
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Riflettendo in questa equazione, che non ha secondo 
termine, dall’altra parte considerando, che 2+3 — 5=0, 
se ne dedurrà, che la suddetta equazione manca di secondo 
termine, perchè nella somma delle radici ( la quale presa 
con segno contrario forma il coefficiente del secondo ter- 
mine ) la totalità delle radici positive è uguale a quella 
delle negative. 

Per la ragione istessa dcdurrasscnc , che se la somma 
de’ prodotti delle radici positive, prese a due a due, egua- 
glierà quella de’ prodotti negativi a due a due , l’equazione 
non avrà terzo termine, e così di seguito. 

J5. Ripresa la generale dedotta equazione ( lez.v.$i.) 

essa ridurrassi ad N- {- Cx-\-Bx 2 -1 -Ax^ + ^ xTn — 0 » 

equazione in cui tutte le radici saranno negative (lez. v. $ 2 .) 

Or supponendo in questa equazione , che i coefficienti 
siano incogniti cd indeterminati e perciò le radici che ne 
dipendono, allora l’equazione annullerassi termine per ter- 
mine, cioè ciascun termine da se diverrà = 0 ; cd ecco il 
principio sul quale poggia il metodo de’ coefficienti inde- 
terminati. Di fatti dovendo questa equazione verificarsi , qua- 
lunque diasi valore ad *, dovrà anche esser vera suppo- 
nendo x =0 . Ma in tal caso avrassi N=o, dunque l’equa- 
zione suddetta diverrà Cx+Z?x 2 -\-Ax ^ + Vx m == o ; 

e dividendo tutto per * avrassi 

C+Bx+Ax 3 + Vx m ~' =0 

Ma supposto come sopra x — o, sarà C=o, c l’equazione 
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generale ridurrassi a Bx-\-Ax 3 -\-F r x m ~* =0, c per la 

ragione istessa sarà B — o, e facendo in seguito il mede- 
simo ragionamento troverassi eziandio A— o, cc. V—o. 

Lo stesso verificasi supposta una equazione le di cui 
radici fossero positive; dunque dedurrassene : 

Che se una equazione di un grado qualunque or- 
dinata dovrà verificarsi qualunque si fosse il valore 
dell’ incognita , ciascuno de’ suoi coefficienti dovrà es- 
sere eguale allo zero. 

Se dunque avrassi 1 ’ equazione 
A-\-Bx-\-Cx 3 -j-Z)* ^ -\-ec.=a-\-bx-\-cx* -{-ec. 

la quale debba essere vera per qualsivoglia valore diasi 
ad x , ordinando , e riducendola avrassi 
( A — a)-\-(B — b) ar+(C — c) x 2 -f-(D — d) *^-j-ec.=o 
Ma per quanto si è detto, essendo zero il secondo mem- 
bro , i coefficienti di tutte le diverse potenze dell’ x , devono 
esser zero; dunque avrassi A — a= o, B — b—o, C — c=o, 
D — d= o, perciò A=a, B=b, C=c, D=d, e così ec. cioè : 
Il coefficiente di una polehza qualunque delV x , 
nel primo membro , eguaglierà il coefficiente della po- 
tenza medesima nel secondo membro. 

Se dunque supporransi A , B, C , D, cc. delle quan- 
tità indeterminate ed a, b, c, d c c. delle determi- 
nale mediante le ultime potransi determinare le prime ; 
ed ecco ciò , che costituisce il metodo de’ coefficienti in- 
determinati , metodo , che come vedrassi , nella introdu- 
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zione all’ analisi , ci darà il mezzo di ritrovare Io svilnppo 
delle funzioni in serie . 

$ 6. Quale una delle infinite applicazioni dello uber- 
toso metodo de’ coefficienti indeterminati , dimostriamo di- 
rettamente la legge dello sviluppo del binomio (a+ary 7 * 
supposta la potenza m , o intera o frazionaria . 

Or essendo ( a-\-x) m un prodotto di un numero m di 
fattori uguali , i numeri della serie o, 1 , a , 3 , 4 , 5,... m for- 
meranno i successivi esponenti dell’ incognita x, e nel nostro 
caso le successive potenze; trattasi dunque di determinare i 
corrispondenti coefficienti A, B,C, D, E, ec. , dunque avrassi 

( a+x) m =Ax° +Bx+Cx 3 +Dx 5 +Ex 4 +F* 5 +cc. 
o sia (a-\-x) m =:A-\-Bx-\- Cx 2 -\-Dx ^ -\-Fx ^ -f-ec. 

Dovendosi questa equazione verificare per qual si voglia 
valore di ar , dovrà aver luogo supponendo # = o . Or fatta 
questa supposizione, avrassi A=a m , valore del primo ter- 
mine del cercato sviluppo. 

Supposta ora m una potenza intera , facciasi a-\-x=y > 
perciò (a-\-x) m =y m f ed x==y — a , c sostituendo tai va- 
lori f ultima foratola ridurrassi ad 

y m x=a m +B(y-a)- f. C(y—a) 3 +D(y—a) 5 +E(y-a) '* 
+ F (y—a) 5 ec. 

o sia trasportato nel primo membro il termine a m , ed 
indi divisa l’ intera equazione per y — a avrassi 



/ 
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- — - =jB-f C(y — a) -f D(y — a) a +23£k--o) ^ +2 ^ — a ) ** + ec - 
y — « 

Or essendo, come potrà vedersi, 

(y m ~ l *-ay m ~ 2 -*-a ^ > y m ~b*-a^y m ~5+-ec.*-a m ~^y+-a m ~ l )(y-a') 

—y m — a m , sarà perciò 

y m ~— =y m ~ 1 +fl^- 2 +a V^-34-a^-Hec.+a^-V+a^- 1 . 
y — <* 

dunque sarà 

■C+ C (y — a)-j-D (y— a) 2 -\-E(y — à) ° -\-F{y — a) ^ -pcc. 
= = r m ~i + ay^-^a a y m - 5 ^a 5 y m ^ +cc.+a m ~ 3 y+a m ~' 

Or dovendo la soprapposta serie verificarsi per qualunque 
valore di x , avrà eziandio luogo supposto x = o , ma 
essendo y=a-\-x, sarà in questo caso y=a , e perciò co- 
desta ultima equazione ridurrassi a 

B=a m ~ 1 +a m ~ 1 +a rn ~ 1 +ec.-fa m “ 1 +a m ~' 1 
Ma il secondo membro di quest’ ultima equazione , altro 
non è, che la quantità a m ~ l ripetuta m volte (per esservi 
oltrej/ 7l-1 ,r</ m-2 ,ec. a m ~ l mancante delty), dunque avrassi 
B=-ma m ~ 1 , e dovendo il valore di B , per l’ addotta ra- 
gione, conservarsi sempre lo stesso, sotto tutti i valori di x, 
ne segue, che il coefficiente B del secondo termine sarà 
uguale ad ma m ~ 1 . 

Per determinare gli altri coefficienti C , D , E, F, ee. 
supposta come sopra a-^-x^xy, ed aggiungendo a’ due mem- 
bri un aumento indeterminato z avrassi a-\~x-\-z=y-j-z, 
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perdo (a+x+z) m =(y+z) m . Ma essendo 

(a+x) m =:A+Bx+Cx 2 -J-ec. 
ed essendo nel nostro caso x aumentata da z avrassi perciò 
(a+x+z)"W+2?(x+z>fC(x+z) 3 +Z>(x+z) 3 +iJ(*+z) 4 
+/ ? (x+z) 5 -fec. 

Ma a-\-x—y , dunque quest’ ultima ridurrassi ad 
(jy +z) m ==^-2?(x-t-z)-f- C(x*-z) 3 -*-.D(x +-z) 3 -i~E(x*-z)^ 
-f-F(x+z) 5 +ec. 

Ma per quanto si è dimostrato 

(j+z) m ==y n +rny m ~ 1 z+ec. (x-f z) 3 =* 3 -f 2 *z+ec. 
(*+ z) 3 =x 3 + 3x 3 z-}-cc.(x-f z) +4x 3 z+ec. 

(x+z) 5 =x 5 -j-5x ^ z_j.ec. 

dunque sostituendo ta’valori nell’ultima foratola ^y-t-zy^rziec. 
avrassi 

yin+Tnyn-i z+ec. =^+5(x-fz)+C(x 3 -faxz+ec.) 

+5x 2 z-f-ec.)+i3(x^ -f4x 3 z+ec.>4-/^x 3 +5x 4 z+ec.)-fec. 

Or verificate le moltiplicazioni , e riducendo sotto il 
comune fattore z avrassi 

y m ^-my m ~ 1 z-fec. —A+Bx-\- Cx 3 +Dx 3 +Ex 4 ec. 

+0B+aCx+3Z>x 3 +4Ex 5 +5Fx4 -fec .)z-fec. 

Ma dall’altra parte essendo y=a+x, (a -J-x) 771 diver- 
rà y m , perciò avrassi 

y m =A+Bx+ Cx 3 -f-Z5x 3 +Ex \+Fx 3 + ec. 
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dunque sottraendo questa dall’ ultima dedotta formola avrassi 

z+ec.-y m =A+Bx+Cx* +Dx 5 +Ex 4 4 -Fx 5 
+(B+nCx-\-5Dx 3 -j-4J5r 3 -{- 5i**x 4 -j-ec.) z+ec. 

— ( A+Bx+Cx 3 - \-Dx 3 +cc.) 
e riduccndo avrassi 

my m ~ 1 z~\- cc=( Z ? + 2 Cx -f 5Dx 3 -f 4 .Ex 3 -j-SlFx 4 -+* ec 0 2 + ec * 

Or essendo z una indeterminata, quest’ ultima equa- 
zione dovrà verificarsi qualunque siasi il valore di z , per- 
ciò dividendo per z, ed indi fatto z = o avrassi 
my m ~ 1 =B+2Cx+5Dx* +42?* 3 +5Fx 4 
Or moltiplicando questa per y=a-\-x, si avrà 
rn y m =:(B+2Cx+5Dx 2 +4 Ex 3 + 5Ex 4 -f ec.) (o+x) 

Ed effettuando la moltiplica, e riducendo sotto i co- 
muni fattori si avrà 

my m =aB-\-( 2 a C-f- B)x +(3 a D+- a C)x 3 -t-(4aE-*-3.D)x 0 
-}-(5ai ? 4-4 j E)x 4 -j-ec. 

Ma essendo y m =A-^Bx-j-Cx a -j-Dx^-^-Ex^ -fEr^-f-ec. 

772 . Q ^ C 

sarà rny m —mA-*-mBx-*-mCx *-mDx 4-mEx*-t-mFx -t-ec. 
perciò avrassi 

aZf+(2aC+5)x-j-(3aD-l-2C)x 2 4.(4a£+3£))x 3 t-(5flP + -4£)x iì; -*-ec. 

xi^mA-\-mBx-\-mCx 2 -f-m.Dx 3 4-/n£x 4 -j-TOEx 3 -j- ec * 

Dunque ( $ 5.) avransi le seguenti equazioni 

aB—mA, K iciC-\-B—mB, 5 aD-j- 2 C=/n C, /taE-\-5D=^mD, 

5aF+4£== e così ec. , e perciò si avrà jB= — , 

a 
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^ (m-i)B n C(m-a) D(m- 3) p _E(m- 4) . 

C = . . : “ ’ ^ “3^- 5a » e 0051 ^ 



264 



Ma A—a m , B=una m 1 , dunque sostituendo ta’ va- 
lori avransi 

C= w ^ 1 ) a 471-1 _ K 771 -O m-a 



sa 



£>= 



77iC/7ì-i)(ot- 2) m . a _ m(m-i)(77»-a) ^ m -5 



a . 3a 



3.3 



„ m(m-i) (m-a) (m- 5 ) _„,_3 /7i(m-i)(r/*-a)(77i-3) ^-4 

T3^ = r.3.4 

e così di seguito, perciò nella formola premessa 

( a+x) m —A+Bx+Cx 2 +Dx 5 +Ex'* -fcc! 
sostituendo i dedotti valori de’ coefficienti indeterminati, 
A, B , C, D, E, ec. avrassi 

(a+xF=a’"+ma’”-'x+ — .■ + *-* * 3 

771 (/n-i) (m-a) (tti- 5 ) «1-4,44. ec . 

a . 3 . 4 



formola gii da noi nella lezione seconda per osservazione 
dedotta . 

$ 7 . Sia ora in (a+x) m , m— j , e per conseguenza 
il binomio elevato ad una potenza fi-azionaria , trattasi di 
ritrovarne lo sviluppo . Essendo 771 = -j- , la formola del 
(J antec.) con coefficienti indeterminati diverrà 

(a+*) T —A'+B' x+ Cx 3 +Ux 3 +Ex 4 +Fx 5 + ec. 
farà d’uopo determinare i detti coefficienti indeterminati 
A', B’, C, U, E, E, ec. nell’ipotesi di 77 * = j , per ciò 
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eseguire rifletterassi, che le equazioni B = — ■ , 
(iti— 1 ì 

C= B , ec. del fi prec. ci presentano una esatta 

ua 

derivazione del secondo dal primo, del terzo dal secondo, 

4 

e così ec. 

Ma questa derivazione si è dedotta , ritrovando pria 
il valore de’ due primi coefficienti indeterminati A , B , 
bisogna dunque in questa seconda ricerca volendo seguire 
l’ istcsso metodo , incaminarci per la medesima calcata strada, 
con pria determinare i valori di A', c B' ; per determi- 
nare il primo, rifletterassi, che nella forinola 
h 

(nt-f-a-) k — A'-\-B'x-\-Cx 2 -|- ec. 

dovendoci x rappresentare qualunque valore, la formola sarà 

A 

vera, anphe nel caso di a=o, e perciò avrassi a k z=.A'. 

Per dedurre il valore di B', per maggior concisione , nella 

suddetta formola facciasi B'x-\-C'x 2 -f-Z)'a;^4-ec.=;X, al- 

h_ A_ 

lora ridurrassi ad (a-f - *)* =A'-}-X(=xa k +-A) perciò sarà 
(a-\- x) k =(A’ -\-X) k . Ma ( § preced. ) 

(a-j-x)^=a ^ ^ -- a^ -2 x 2 -f- ec. ed 

(A'+X) * =A' k + JkA k ~ 1 X+ ÌA' k ~ 2 X 2 +ec, 

< a 

E fatto per brevità — a k ~ 3 = r, e 

*<tllA'*->=R, avrassi 

a ’ 

s5 
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(a-f x)^ =«^-f x-j-rx 3 -f- ec. 

cd {A'+X) h —A k +kA ' * _1 X+RX 2 + oc. 

A 

Or sostituendo ad A' il suo valore — a k r e ad X il 
suo =B'x + Cx a +D’x' ò -\- ec. a\ rassi 

t k_ A 

(A’+Xf =(« * / +i(a k /’“ 1 (iB , a+C , Ar 2 +Z;'x 5 +cc.) 

AA— A 

4-7?(iS'x-fC'x 2 +cc.) 2 +cc.=:« 4 +/la * jS'x+ec. 

Dunque essendo (a-j-x) l x=[A r ’\‘Xf , sostiti- judo in 
questa i già dedotti valori j avrassi 

A k—i 

a^-j-Zia^ 1 x-\-cc.= a^ 1 -j-la k iì'x-f-ec. 
Dunque per il metodo de’ coefficienti indeterminati ( § 5 . ) 
avransi le segueuti equazioni 

hk—h . 

Aa^ _1 =vta k 1 3', e cosi éc. dunque 



li- 



ti a 



h-x h h _ 1 _±^_ /t } ±±z!±^_ h i-i 

hk—h k a ~Ì a ~~k a 



la k 



v • nr tL 

ed in fine avrassi B = a 



h T ~i 



Determinato il valore de’ due primi coefficienti inde- 
terminati A' , B' , usando F identifico metodo del $ prec. , 
e fatti gl' istessi ragionamenti , eseguite le medesime opera- 
zioni, con solamente supporre m — — , avrassi in fine la 

A" 

finale equazione 
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jJ+ - k B'x+ -~C' i ' 3 + Az»3+ '±Ex 4 +cc. = 

aB'+(2aC+B')x+(òaD’+2C)x* -f (iaE'+’5D')x 5 +cc. 
Dunque per il metodo de’ coefficienti indeterminati ($5.) 
si avranno le seguenti equazioni 

4 A'— ali 2aC+B'^=^-B', 5aD'+2C= 4 C , 
k k k 

/ è aE+5D'=jD',5aF'+' t aE'=j E', c cosi ec. 



A A 

perno lì — -, , C — 

k a 



C4-0„ <4-0 



-,zy= 



(r- 5 ) 



— h — -1 

> e così ec. Ma A!— a * B'~ « * 

k 



Dunque sostituendo tai valori si avrà 



h_rh_ \ h 

kKb~ ) _ T -y_h rh s; 

-= — s; — 0 



Ì(t-Xr— ) i- KÌ-)({-)i, 



A /'A 



TV v ' ' 

a.3« 

e così del resto . 



r* — 



Facendo dunque la sostituzione de’ già determinali va» 

lori di A' , B’, <7, Z7 H, ec. nell’equazione 
h_ 

(<*+*) * =zA'+B'x+Cx 2 +/Xx 5 + ec. 
e riducendo in essa formola i coefficienti e gli esponenti - 
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de’ successivi termini aerassi in fine 



h-k 



k—ik 



( 



“+ 1 ) = n +T° * 

A* . sA . 3 A' 

formola da noi dedotta per supposizione nella lezione 
seconda . 

Trasformazione delle equazioni . 

$ 8. Trasformare una equazione altro nonsiguifica, che ri- 
durla in un’altra, le di cui radici soffrano un cambiamento, 
o in diminuizionc, o in augumento. 

A tale uopo riflettendo ( § 1 .) sulla generale equazione 
* m —Ax 77 ,- 1 + 7 ?* 771-3 — Cx m ~ 5 + Dx m -b ....+ N=o 
si vedrà che potrassi trasformare in un’altra, le radici della 
quale siano eguali a quella della proposta moltiplicate o 
divise per una indeterminala quantità A, o pure in un’al- 
tra , hi cui le radici positive , conservando il loro valore 
divengono negative , c queste positive , o finalmente in una 
seconda, che abbia per radici quelle della proposta accre- 
sciute o diminuite dall’ indeterminata h . 

Or per la prima trasformazione farassi x— *1- , perciò 
sostituendo tal valore la generale diverrà 



yn 

h m 



Ay 



m - 1 



+ 



By 



2 Cv m ~^ Dv m ~ ^ 

7 + 7 ■ ; ■ ...±N=o 



A 77,-1 - A 771 ' 3 A 77 *- 3 A 77Z ~4 
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è moltiplicandola per h m avrassi 

ym-Ahy ™- 1 +Bh*y m -*-Ch 5 y m -3+Dh*y m -4..±m 

Ma essendo x = , sarà y— h x , cioè 

Le radici della trasformata saranno eguali a quelle 
della proposta moltiplicate per li . 

Nei caso della divisione Tarassi x=zhy, perciò falle le 
stesse sostituzioni avrassi 



y m h m -Jy m ~ l h m ' 1 +By m ~* h m ~ *—Cy m ~*Ii 

+D/ 11 - 1 * h m ~\ ...±N= o 



l m 



e dividendo per h ", otterrassi 

jn - 1 By m ~ 2 Cy m-3 



m 



Ay 7 



H 3 



h° 



Dy 



m-k 






A* 



r.r/l 



Ma essendo x—hy sarà y— ~ , cioè 

ri 

Le radici della trasformata saranno uguali a quelle 
delle proposte divise per h. 

Dunque considerando il premesso processo, conchiuderassi : 
Che volendo trasformare una generale equazione in 
modo che le di lei radici fossero eguali a quelle della 
data , moltiplicate 0 divise per una indeterminata qua- 
lunque h , bisognerà nel primo caso moltiplicare rispet- 
tivamente tutti i termini della data per la progressione 
• « 2 5 /l 

equiquoziente i:h:li : li :h > cc. , e nel secondo caso 
£< ispettivamente per la medesima progressione dividerli. 



>il C" 



jgo 
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Sia ora h — -- , allora la trasformata nel caso della 
H 



moltiplica ridurrassi ad 
L? m -<2 ,.1'^ 



TO-I , r, 

y 



TU - 2 n • 

y — c- 



K* K ù 

e nel caso della divisione avrassi 

K* „A 3 m-3 . ~A 4 



y*-5 + />£dj.«-*... ± ^=, 

A* K m 



in jK "*-5 , i N ? A' m 

jK +^?— -JK -C— +£>-— JK *..±— =o 

( y \ Y fi 
= y- J = , e per- 
ciò xh—yKy ed x : : A : L , se nc ricava , che 

/« m« /e radici della data staranno a quelle della 
trasformata ;iK:L, come il denominatore del chiesto 
fattore frazionario al di lui numeratore . 

Ed essendo nel secondo e perciò Kx=Ly t 

JC 

ed x:y’.\L:K , deducesene : 

Che le radici della data staranno a quelle della 
trasformata , come L : K , come il numeratore del chie~ 
sto fattore frazionario al di lui denominatore. 

In secondo luogo trasformcrassi la generale equazione 
suddetta in un’ altra in cui le radici cambiano di segno fa- 
cendo, nella data 

x m -Ax m ~ l +Bx m - 2 -Cx Tn - 5 +Dx m ~ l * ±N=o, 

x~ — y, e sostituendo avrassi 

-yn+Ayn- ^Byn-z+Cfn-S—Dy 7 »~ 4 . . ..±A=<> 
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Equazione che per essere x = — y , sarà la data 
colla chiesta trasformazione , 

§ 9- Vogliasi in fine una terza trasformazione in modo, 
che le radici della trasformata siano eguali a quelle della 
proposta , diminuite o accresciute di h . A tale uopo ripresa 
hi generale equazione 

x m —Ax 772-1 -f Bx m ~*—Cx m ~ 5 +Dx Tn ~ t *. . . . ± N= o , 
ed in essa farassi x=h -\-y, dunque ridurrassi ad 

(y+h) m '-4{y+h) m ' x +B(y+h) m -*-C(y+h) m ^ 

+ D (y+h) m ~^ — àiN=o 

Ma (y+h) m =y m + my m -'h + ?i^^y ì? 

' 2.5 ^ T a. 5.4 y ■ i " CC ‘ 

— — — 4y 772-1 — (m — i)Ay 71,-51 h 

a 3_ cc _ 

^ 2*3 

-C(r+A) M " 3 =- 0- m - 3 _(™_3)C^ m -4A_«, 

e riducendo tatti i termini ne’ loro comuni fattori 
y m ,y m -\ y m -\ y ”**, jr ™-4 cc. a v rossi 
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jga 



y m +(mh -A)y m ~ l -{- 

+ (^0|^) A 3_.C±i0 C-».-.) Ah- +{m _, )Bh _ c ^ ym -z 



+ ^ C m ~*X m ~ 5 ) m ‘J __ Q n-i)(w- a)(/w-5) v ,5 



a . p 



Ah 0 -(m—5)Ch 



+ m Q„-l)^-,)( m -5) A 4') w - 4 + cc . =0 
2 • P • 4 ✓ 



Quest 1 ultima dedotta forinola sarà la chiesta trasformata in 
cui le radici di essa eguagl ieranno quelle della data dimi- 
nuite della quantità h . 

Di fatti essa risultando dalla primitiva 

iy+h) m -A( y+h) m -'+B(y+h) m -*-Cty+h) m -S 

+D(y+h) m - / *...±N= o 

cd essendo x—y+h, e perciò y — x — h , sostituendovi 
codesto valore di y avrassi 

* m -Ax m ~ 1 +Bx m -*-Cx m -' 5 +Dx m -4- cc. . . .±iV=o 
la generale equazione data. 

Se poi vorrassi la trasformata in modo da essere le sue 
radici eguali a quelle della data aumentate dalla quantità A. 
allora farassi x—y — h , o per dir meglio nella dedotta 
forinola cambierassi h in — h , per cui ridurrassi ad 
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y h V(m-o^+^) r m - a 

+ ^("-»X”-S)^. + (^)(^Kgj) ^3 + (m-5)CA 

'4- ”* ( m ~ x ) 0 71 ' 2 ) (w-j) A 4 N m-4 , ec _ 0 
* r 2.3.4 > ‘ 



formola generale clic esprimeci la data trasformata in un’al- 
tra equazione, le di cui radici saranno eguali a quelle della 
data aumentate dall’ indeterminata //. 

Difatti essa risulta facendo, nella primitiva, x=y—h, per 
cui si lia 

— 4(y—h ) m ~ 1 +B(y~h) m -' 2 -C(y-h) m -' 5 

+ZJ( y — fi) m “4. . . ,±N=o 

nella quale sostituendo il valore di yr=x-\ -h, e riducendola, 
risulteranne la data; di essa presentiamone un’applicazione, 
con trasformare l’equazione x >l —ax° t-ox 2 — 4 x +-5 = o, 
in un’altra che abbia le medesime radici, aumentate però 
di una unità j paragonando questa ultima colla generale 
equazione, sarà nel nostro caso 

m— 4 , A= 2 , 2?= 3, C= 4 , N=5, 7i — 1 
Or sostituendo codesti valori nell’ ultima generale dedotta 
formola avrassi 



aS 
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,4^5 + ^ 6+3 y + (^_^_ 6 .^. 
+(!|? + 5«*i + i2*™ + 4),°+6 =o 

0 sia y 1 * — 6j>' ^ -J - 1 2 — 20jk+i5=o. 

5 10. Ripresa ora Ja dedotta generale formola m nel 
primo che nel secondo caso avrassi 

y m ‘ 1 + ( - f "~‘ ) 4h+ ll'j y m ~ 3 

±^ m( m ~i) (m-?) A 5^(m ; l^^)^ ;i a +(m _ 2)fl ^ c yra-3 ±ec . 

1 segni superiori indicano h positivo , e perciò * >y \ gl» 
inferiori h negativo, e perciò x<y . 

Or se in essa supportassi mh^-A=o , allora di essa 
formola svanirà il secondo termine . Vediamo dunque qual 
deve essere il valore di & per ciò accadere . Nel primo caso 

avrassi k— — , e nel secondo — h— — , perciò nel primo 
m ni 

essendo x~y-\-h , avrassi x=y-\ . Nel secondo essendo 

iti 

yf 

x=sy — h sarà x=y -\- — ; dunque si nell’ uno che 



.nell’ altro caso dedueesene: 

Che si toglie da un’ equazione il secondo termine 
con dividere il coefficiente di esso per V esponente mas- 
simo della data equazione , ed unendolo con segno con- 
farlo del suddetto coefficiente A alla nuova incognita 
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Così se dalla equazione a; 3 — 6* a -f-4x — 7=0, vorrassi 
eliminare il secondo termine ; essendo nel nostro caso m — 3 , 

r 6 

-d— — 6, sarà h = — = — 2, dunque farassi i=*=y +-2, 

e fatto le sostituzioni avrassi 

Or+2) 3 — 6(y+uf + 4 (^+a)— 7=0 

ed effettuando lo sviluppo, e riducendo avrassi in fine 

y 8 y — i5=o, equazione senza secondo termine. 

Della maniera istcssa se dalla equazione x^-\-ux^ 4—0 

vorrassi far svanire il secondo termine, essendo nel nostro 

caso m=4 , A=.ì , sarà l’indeterminata h— — — — , dun- 

4 2 

que farassi x=y — — , e perciò la data equazione trasfor- 

merassi in (y ) 4 +2 (y— L } 3 _ 4=0. 

2 ' a * 

Or effettuando l’ accennato sviluppo , e fatte le necessa- 
rie riduzioni, avrassi la trasformata y ^ —6y 2 + 8 y- 6 q == o f 
equazione senza secondo termine. 



Delle equazioni di terzo grado. 

$ 11, Ripresa la generale equazione ( J 1. ) 

* m —Ax +Bx m ^~Cx m “ 3 + Dx »*~ 4 . ....±N= o 

3 Se in 2 essa supporrassi m = 3 , l’ istcssa ridurrassi ad 

* . x +Dx C = a, e trasformandola ($prec.) per 
cosi far svanire il secondo termine, sarà nel nostro caso 
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A — — -g-, c perciò fallo x=y-]- , avrassi una generale 

equazione di terzo grado senza secondo termine . 

Dunque ogni equazione di terzo grado potrà rap- 
presentarsi per un’ altra , la di cui incognita è elevata 
solamente al terzo , ed al primo grado . 

Perciò generalmente possiamo esprimerla por la gene- 
rale equazione x ^ -j-e/A^r= o . 

Or possono accadere due casi , 1° che il coefficiente di x 
sia uguale a zero, a 0 che abbia un valore qualunque; esa- 
miniamo la prima ipotesi , per indi passare alla seconda . 

Sia dunque q = o avrassi allora = dunque 

sarò x — ~KV r, perciò supposto sopra r negativo , sarà una 
di lei radice ^ r. Ma ( $ 2. ) il numero delle radici di una 
equazione eguagliando il grado della potenza della inco- 
gnita , ne segue , che nel nostro caso la ridotta equazione 
aver dee due altre radici, cd essendo una di esse ^ r, sarà 
(§ 2.) la data equazione divisibile per x — fr-, ed effet- 
tuando questa divisione avrassi 

— r=x 2 +xf r+fr*=xo 

x—f r 

Essendo poi quest’ ultima un’equazione di secondo grado, 
risolvendola con , i melodi ordinari, avrassi pria 

*1+*WL 
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é per conseguenza 

x^= — V-^±Y~xY r ’ °ss‘a *=1 ±Y^. 

Quindi le tre radici cercate dell’equazione x° —r=. o, saranno 



^ 1 2. Passando al secondo caso supponghiamo , che abbia 

n. 

il coefficiente di a? un valore, per cui avrassi y^+<?ar-f-^=o; 
siano a,b,c , le tre radici delle quantità reali, per cui 
non esistendo il secondo termine, si avrà a-\-b-\- c=o , in, 
tal caso sarà ( $ 5 .) </= Hh ab + «c ^ he, e considerando il 
segno superiore q — a Z»-j— a c -\-bc ; ma per l’ equazione 
a-\-b-{-c=o ,• si avrà b= — a — c; dunque sostituendo co- 
desto valore sarà q— — a 2 — ac — c 2 , lo stesso resultato veri- 
ficasi supposte tutte le radici negative, 0 una o parte di loro. 

Dunque se il secondo termine di un' equazione del 
terzo grado è nullo , e le tre radici saranno reali } il 
terzo termine aera sempre il segno negativo. 

• - » 

Se il terzo termine sarà positivo non saranno tutte e tre 
le radici reali, ed essendo reale l’equazione, saranno due 
le radici immaginarie . 

Per risolvere ora la suddetta equazione facciasi x=y-\ -z, 
in cui una delle radici sarà perciò y-^-z, dunque 
x 0 -=y -\-5yz ( y-\-z)-^-z J , e sostituendo x in vece di 
y-j-z avrassi x 0 — 3 yzx—y ^ — 2^=0. 

Or quest’ ultima non essendo che la prima trasformata 
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eoa supporre x=y-{-z potransi tra loro comparare per cosi 

determinare y e z , e quindi x , c paragonandole avrassi 

* -a — <7 3 

q—-DyZj —r==y % perciò z== — , e z^= = . Ma 

2 rjy ù 

3 

essendo ^ 3 -f-z — r, sarà y ^ -j-r=— z °= perciò 

*1Y 

3 

~ — • Ecco un’equazione di sesto grado dc- 
rivata (lee. 5’$ 7.), quale, fatto y 3 —m, trasformcrassi in 

m*+rm=^, dunque m=-f ±V(-y+ ^-)=^ 5 

perciò [t±V (-X+ jf )] 4 

Or dalla equazione y^—m si ha y==\/ m , e, per la 
lez. 5* § prec. y= ^±— , e sostituendo in 
codeste due ultime equazioni il valore di m, si avrà 

p=£q) 

Dunque si avranno sei valori di y, e, fatti gli stessi cal- 
coli j otterransì altri sei valori di z, cioè 
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-n^c-T +£)i ■ 

-^(LV'tv'Ct^)] [=^]) 
-^E*V(t+ì|)] [=#S]) 

Ma per ipotesi si ha y-\-z radice di x, perchè x=y-j-z, 
dunque sostituendo avrassi 



-?[?±V(?+g)] 





E considerando il segno superiore, si avr ann o le tre ra- 



dici di x. 

Dunque nell ’ ipotesi del terzo termine q positivo 
<tvransi due radici immaginarie , ed una reale ; per. 
■conseguenza sarà V equazione risolubile. 

La ritrovata forinola suol dirsi formola cardanica , es- 
sendo stato Cardano il primo a pubblicarla con le stampe. 



-) 



« 
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APPLICAZIONE- , 

Abbiasi l'equazione di terzo grado x J -f-6ar— lo = oj 
sarà perciò confrontandola colla suddetta foratola cardanica 
g = 6, r= — io, perciò fatte le sostituzioni, saranno le 
tre radici della proposta equazione espresse per 

;=f / [5+ V (ao+à)]*-^ [5— V(=>5 -8)]=ì^i (5 -hV 53 )^ ^(5- y53) 

*=1^ +1^ ( 5 ~V33)X — 



*=^(5+V33)X 



+V'(5-V33)X— ’ +V — 5 



,T ' V r » A-— V •'•'/A 3 

$ i5. Consideriamo ora nel l’equazione generale il segno 
inferiorej ed abbiasi yar-l-r==o, allora le tre or dette 

equazioni ridurransi ad 

O / // 



-f [v r +V( 
+^IV-V( 



■r 3 


? 3 


■ 4 


2 7 . 


r 2 


. 2 ! 


4 


27 


r 3 


2 3 


4 


27 


r 3 


? 3 


4 


27 


r a 


* 3 


4 


27 . 



91 



)] F9^- 5 ] 

)][ 



y-5 

2 



Y— 5 

2 

— ì+y— 5 

2 



] 

] 

] 



Esaminiamo ora codeste equazioni generali da dove de- 
durrassi il caso irriducibile , 
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5 



7. 2 _ «y 

In queste ultime equazioni sia primieramente — = — 

... 4 27 

allora avrassi 

J y-r 
x=2 V — 
f a 

, = f[ f + rV (-| + 0- r ^3 ]=ff 

Perciò in tal caso l'equazione avrà tre radici reali , 
due delle quali saranno eguali > e per conseguenza ri~ 
solubili . 

r 2 r u 

Sia in secondo luogo — > — fatto . — — M 

4 27 4 27 T 

si avranno 

*=V +V 

(v+ V^) (— + a v ~ 5 )+^ '(V-v- w ) ( ^ v ~* ) 

-^Ct+V*) (^=- 5 >f (V-var)(=Hjtf) 

Perciò in tale ipotesi l’equazione avrò due radici irnmagi- 
narie , ed una rappresentata sotto una formola del tutto 
reale, e perciò ( lez. 5 $ 2.) sarà l’equazione risolubile. 

„ 3 r a 

Supposto ? negativo, sia in fine — > a jl ora avrass i 

27 4 
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*=f(: 



<o « 

(2-) * = 

( 3 *) *= 



2? 



— — M , e perciò 



^v--X=^K(r_v-')(^= 5 ) 

Si avrebbero dunque tre ‘radici immaginarie in una equa- 
zione reale. Esaminiamo in clic consiste codesta apparente 
contraddizione cogli stabiliti principi. 

f 14. Si sa dalla lez. 2 a $ j <7. , che qualunque quan- 
tità immaginaria potrà rappresentarsi per b-\J — 1 , c fatto 
— = «, le superiori radici ridurransi ad 

t f 

=y(o+ÒV-i)+^ / (o-AV-l)=Ca+òV-i) 3 +(«— ' &V—0" 

J_ I 

= (a-H>v— 1) 3 (— i-j.y— 5 ) -f (rr— òy_ 1) 3 (— 1— y— 3 ) 

1 

=(«+*V— O 3 (— 1 — y— 5)4- (« — òy— i) 3 (— i+y— 3) 

Or nel nostro caso essendo h= 1, >t = 3 , si ha ( lez. a* $ i 5 .) 



-l ) =a 3 -f* — — 



òy-t 2(òy~ i) 2 jofòy-i) 5 8o(òy-i)^ 



3 a 3 

o sia ( lez. 2' $ ai.) 



5 _ 

l8 « 3 



8 _ 

i6aa 3 



cc. 



ig 44 « 
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(a+b^-i) 



-0*=a*+££l. 



2 b 



joA 3 y~i 



j_ ' A. 

5a 3 i8a 3 

Ma supposto byj — 1 negativo avrassi 

2i a 



1620 3 



203 

8 o &4 

I 1 

i944a 3 



cc. 



(o-*V-0’=« T -^r 



+ 



10A 2 <\ J — 1 

g— - 

1 62 a 3 



80 44 



_ 5 _ 

3a 3 i8a 3 

Dunque sostituendo codesti valori nell’equazione (O zl ~ 

d unassi ad 



ec. 



i944a ■ 



3 . 4 ^ 

: 2 a -j 



160*4 

*1 

, 3 



ec. 



5_ 

i8a 3 ig44« 

«cric in cui lutti i termini immaginari sonosi distrutti, e 
che non resta , clic una serie infinita di termini composti 
di quantità reali ; perciò la radice 

•ari reale, e non è clic apparentemente immaginaria. 

Moltiplicando poi lo sviluppo trovato di 

per (— i-fY~3), e quello di per (-i-V-3), 

e sommando codesti prodotti avrassi egualmente una serio 
infinita di termini composti di quantità reali . Dunque 1& 
radice 
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sarà anche essa reale ; ed in line per la ragione isiessa 

sarà reale la radice 

. . -3 ' r* . 

Dunque nell’ ipotesi di — - > — - , c di q negativo, la pre- 
tesa inimaginarietà delle radici non ò che meramente ap- 
parente, giacché tutte e tre le radici saranno reali. 

Le dedotte equazioni -cardaniche essendo tutte derivale 
dalla generale equazione di terzo grado x 3 4^x-|-/'=o, 

dedurrassene, per quanto si è detto, che se sarà — >o, 

4 27 

si avranno due radici immaginarie , ed una reale ; se sarà 
r 2 n 3 

=0, avransi tre radici reali , due delle quali 

4 27 

. r 2 o 3 

saranno eguali; se finalmente avrassi < o , si 

* . . .4 .27 

avranno tre radici reali, c disuguali. 

Or si è appunto in quest’ ultimo caso , che essa equa- 
zione si presenta sotto un aspetto immaginario, ed c per que- 
sto, che a simil caso dassi il nome di caso irriducibile . 

Di più avendo fatto noi svanire le quantità immagina- 
rie per mezzo di una serie infinita , ne segue , che il va- 
lore delle radici non sarà che approssimante, e per -con- 
seguenza -in tale stato l’equazione non potrà risolversi, che 
per approssimazione. Ecco in clic consiste realmente V ir- 
riducibilità ; come il primo fe’ osservare il Sig. Nicole , 
( Memorie dell’Accad. iy 58 . ) 
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Inoltre avendo noi dimostrato ( lez. 5* $ 3.) esser 1* ul- 
timo termine di una equazione di grado cmmesimo il pro- 
dotto di m radici, ne segue, che in quella di terzo grado 
allorché una delle tre radici reali, ed ineguali, sarà com- 
mensurabile , l’ equazione suddetta non apparterrà piu al 
caso irriducibile , dappoiché 1’ uno de’ divisori dell’ ul- 
timo termine darà la radice commensurabile. Ma se però 
sarà la radice incommensurabile bisognerà per trovare la 
espressione reale di essa , o sommare la suddetta serie , o 
liberare in qualche altra maniera l’espressione trovata dalla 
forma immaginaria, « ed è ciò (dice Alembert) quello in cui 
inutilmente si studia da due secoli. » 

§ i5. Darem fine a codesta teoria, ed insieme a’ no- 
stri clementi con far vedere col Sig. Alembert ( Enciclo- 
pedia metodica ) la causa produttrice il caso irriducibile . 

ilecapitolando quanto da noi si è detto , per risolvere 
l’equazione di terzo grado = o, abbiamo sup- 

posto x=y-$-z , supposizione ammissibile per essere delle 
quantità indeterminate x,y, z , da codesta ultima ne ab- 
biamo dedotta x ^ — y ^ — z^=o. 

Siamo poi passati a comparare questa colla data, e ne ab- 
biamo ricavale l’cquazioni parziali q— — 3 yz, — r==y^ 

Ecco intanto una supposizione , che non è rigorosamente 
dimostrata , giacché dal paragone delle due equazioni al- 
tro non potrà dedursi che gx-\-r = — dxyz — y ^ • 



* 
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206 ALGEBRA ELEMENTARE 

Or questa un pò arbitraria supposizione ( benché non falsa) 
essendo le quantità componenti indeterminate , là sì che le 
due quantità y e z , in luogo di essere reali , come Io 
dovriano, siano ambedue immaginarie, e che perciò nel caso 

di q negativo, e di >— — , ne resulteranno tre radici 

27 4 

apparentemente immaginarie, ciò che, come abbiamo os- 
servato, costituisce il caso irriducibile. Dunque l’incon- 
veniente del caso irriducibile nasce dal metodo impiegato fin 
qui per risolvere le equazioni di terzo grado, metodo imper- 
fetto , ma il solo, che abbiasi potuto trovare fino al presente. 

m i HUSW'1 1 » 
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